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- AVERTISSEMENT. 


J'ai reproduit dans cet Ouvrage la substance des 
. leçons que je professe chaque année à la Sorbonne, 
depuis que j'occupe la chaire de Calcul différentiel 
et intégral de la Faculté des Sciences de Paris. Je 
n’ai pas cru toutefois devoir me renfermer, d’une 
manière absolue, danses limites de mon enseigne- 
ment oral, et j'ai donné aux diverses théories que 
j'avais à exposer tout le développement que j'ai 
jugé utile. ` ; 

Les règles du Calcul différentiel et les applica- 
tions de ce Calcul à la Géométrie font l'objet du > 
tome I“; le tome II traite du Calcul intégral. | 
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CHAPITRE PREMIER. 
NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


Des fonctions. 


4. Parmi les quantités qui interviennent dans une 
recherche mathématique, il y a lieu de distinguer celles 
dont la valeur est déterminée et celles qui sont suscep- 
tibles de prendre plusieurs valeurs différentes. Les pre- 
mières sont désignées sous le nem de constantes, les 
autres sont dites des variables. 

Dans toute question où il y a lieu de considérer plu- 
sieurs variables, on peut attribuer à quelques-unes de ces 
variables des valeurs arbitraires, et alors les autres va- 
riables prennent des valeurs déterminées. Les premières 
sont nommées variables indépendantes, les autres sont 

I. I 
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dites variables dépendantes ou fonctions des variables 
indépendantes. 

„Ainsi la considération du cercle conduit à trois quan- 
tités : le rayon, la circonférence et la surface. Si l’on attri- 
bue à l’une d'elles diverses valeurs arbitraires, les deux 
autres prennent des valeurs correspondantes déterminées, 
et en conséquence elles sont des fonctions de la première 
quantité, qui est ici la variable indépendante. 

Dans un cylindre, il y a lieu de considérer quatre 
quantités : le rayon, la hauteur, la surface et le volume. 
On peut attribuer à deux d’entre elles des valeurs arbi- 
traires; les deux autres prennent alors des valeurs déter- 
minées : elles sont donc fonctions de deux variables indé- 
pendantes. 


2. Les fonctions que nous considérerons seront en gé- 
néral définies analytiquement, c’est-à-dire par le moyen 
des relations ou équations qui existent entre elles et les 
variables indépendantes. 

Une fonction est dite algébrique lorsque l'équation 
par laquelle elle est liée aux variables indépendantes 
peut être formée en n'exécutant sur les variables que les 
seules opérations de l’Algèbre : 1° l'addition et la sous-- 
traction; 2° la multiplication; 3° la division; 4° lélé- 
vation à des puissances entières; 5° l’extraction des ra- 
cines d'indices entiers. Dans le cas contraire, la fonction 
est transeerdan 18. 

Méquation qui lie une fonction aux variables 
est Mrésolue par rapport à la fonction, 
ite Ene fonction explicite. Dans le cas con- 
traire, la Eu est implicite. On voit que les fonctions 
explicités sont celles dont la valeur peut être obtenue en 
exécutant sur les variables et sur des constantes une ou 
plusieurs opérations bien définies. 
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Les fonctions algébriques explicites sont rationnelles 
lorsque dans leur expression ne figure aucun radical 
affectant une quantité variable; elles sont irrationnelles 
dans le cas contraire. Les fonctions rationnelles se subdi: 
visent elles-mêmes en fonctions entières et en. fonctions 
fractionnaires. Une fonction entière n’est.antre chose 
qu'un polynôme; une fonction fractionnaire est le qûë- 
tient de deux polynômes. à.» 

Le plus souvent nous désignerons les fonctionspir à dè 
simples lettres, de même que les variables indépendäjtes. 
Toutefois, quand il y aura lieu de mettre celles-ci en évi- 
dence, nous emploierons les signes habituels F, fj Gyi., 
après lesquels figureront, entre deux parenthèses, les 
diverses variables indépendantes. Ainsi F(x}, f(x}, 
?(x),..., désigneront des fonctions de la variable x; 
F (x, y), f(x,.»),..., désigneront de même des fonctions 
des deux variables x, y. 


Des limites. 


3. Lorsque les valeurs successives d’une variable x 
se rapprochent de plus en plus de la valeur d’une con- 
stante a, de manière que la valeur absolue de la diffé- 
rence x— a puisse devenir et demeurer constamment 
inférieure à une quantité donnée qe on dit que 
la vartable x a pour limite la constante a 

Il faut remarquer que la variable peut être inférieure 
ou supérieure à sa limite; il peut mème arriver qu'élle 
soit tantôt plus petite, tantôt plus grande que cette limite. ` 
Le lecteur est déjà familiarisé avec cette notion des limites 
par l'étude de la: Géométrie et de la Trigonométrie. On 
sait, par exemple, que la surface du cercle est la limite 
vers laquelle tend la surface d’un polygone régulier in- 
scrit ou circonscrit, lorsque le nombre des côtés de ce 

1, 
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polygone augmente indéfiniment. On a vu aussi, dans la 


: ; sinz tangr 
Trigonométrie, que les rapports , d 
T 








ont pour 
m Ont p 


limite l'unité lorsque l'arc x décroît indéfiniment. 

Je rappellerai encore le principe de la méthode des 
limites dont on fait un si grand usage dans les Mathé- 
matiques; ce principe peut être énoncé comme il suit : 


Si deux quantités variables restent constamment 
égales entre elles dans tous les états de grandeur par 
lesquels elles passent, et si l’une d'entre elles tend vers 
une limite, l’autre tend vers la méme limite ou vers une 


limite égale. 


L’évidence de cette proposition est telle, que tout déve- 
loppement serait superflu; son importance est d'ailleurs 
révélée par les nombreuses applications qu’on en a faites 
dans la Géométrie: 


Des infiniment petits et des infiniment grands. 


4. Lorsqu'une quantité variable tend vers la limite zéro, 
on dit qu'elle devient infiniment petite; on la nomme 
alors un infiniment petit. 

Lorsqu'une variable croît indéfiniment, de manière à 
pouvoir devenir et à rester constamment supérieure à 
une quantité quelconque donnée, on dit qu’elle devient 
infiniment grande, ou simplement infinie. 

Ces locutions d’infiniment petit et d'infiniment grand 
n'ont donc pas d'autre objet que l'abréviation du langage. 
Ainsi, au lieu de dire que sinx tend vers la limite zéro, 
et que cotx croit au delà de toute limite quand x tend 
vers zéro, nous dirons que, x étant un infiniment petit, 
sing est lui-même un infiniment petit et cotx un infini- 
ment grand. 
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Divers ordres d’infiniment petits. 


5. Les infiniment petits étant des quantités essentiel- 
lement variables, il y a lieu de leur appliquer ce que nous 
avons dit plus haut des variables en général, que nous 
avons distinguées en variables indépendantes et en va- 
riables dépendantes. Mais tous les cas se ramènent tou- 
jours à celui dù les infiniment petits que l’on a à consi- 
dérer dépendent de l’un d’entre eux; ce cas est le seul 
qu'il y ait lieu d'examiner ici. 

Parmi les infiniment petits qui interviennent dans 
une recherche analytique, ‘on en choisit un arbitraire- 
ment, auquel on donne le nom d’infiniment petit prin- 
cipal et auquel on compare les autres infiniment petits, 
comme nous allons l’indiquer. 

Soient æ l'infiniment petit principal, 6 un deuxième 
infiniment petit : on aura, par la nature de ces quantités, 


j re AR 8 
limz = o, lim6—o. Cela posé, si le rapport — tend 
z 


vers une limite finie k différente de zéro, de manière que 
l'on ait 

6 

-=k -+ 5 

x 
e étant un infiniment petit, nous dirons que 6 est un infi- 
niment petit du premier ordre. La formule précédente 
donne 

6=az2(k +e), 
w . . . , . 4 » e . . 

et elle fournit ainsi l'expression générale des infiniment 
petits du premier ordre. 


à 
E 9 è : r : 
Si le rapport - est un infiniment petit du premicr 

œ 


ordre, nous dirons que 6 est un infiniment petit du- 
deuxième ordre. Dans cette hypothèse on a, par ce qui 
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précède, 
á 6 
-=a(k +e), 
œ 
ou 
6 = a(k +£), 
. formule qui donne l'expression générale des infiniment 
petits du deuxième ordre; À y désigne une quantité finie 
et déterminée diflérente de zéro; € est un infiniment 


petit. 
En général, 6 sera dit un infiniment petit du n°" ordre 


: 6 á : Sn 
si le rapport - est un infiniment petit d'ordre n —1. 
a 


Et si l’on admet que , 
ani (4 + €) 


soit l'expression générale des infiniment petits d'ordre 
n— 1, On aura 


6 
= at 44 + t), 


ou 
6G—a(k#+e); 


d'où l'on conclut que cette formule contient l'expression 
générale des infiniment petits du z" ordre, quel que 
soit l’entier n, k désignant, nous devons le répéter, une 
quantité finie et déterminée différente de zéro, et € étant 
un infiniment petit. 

D'après ce qui précède, on peut dire aussi que l’ordre 
infinitésimal d’un infiniment petit 6 est l'exposant z de 
la puissance à laquelle il faut élever l'infiniment petit 


EUR > 6 mire : 
principal æ pour obtenir un rapport z dont la limite soit 


une quantité finie et déterminée différente de zéro. Notre 
définition, ainsi transformée, embrasse le cas où z ne 
serait pas un nombre entier, ce qui peut offrir quelque 
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avantage, Certaines questions conduisent effectivement à 
considérer des infiniment petits dont l'ordre est exprimé 
par un nombre fractionnaire. è 
La Géométrie nous fournit des exemples nombreux 
d’infiniment petits de différents ordres; mais comme cette 
matière sera traitée à fond dans les chapitres suivants, 
nous nous bornerons ici à une simple indication. L'arc 
de cercle x étant choisi pour infiniment petit principal, 
on reconnaît immédiatement que sinx et tangx sont 
des infiniment petits du premier ordre; 1 — cosx est ün 
infiniment petit du deuxième ordre; enfin x—sinx est 
un infiniment petit du troisième ordre. 


De la méthode infinitesimale. 


6. On peut employer à deux points de vue très-diffé- 
rents les quantités infiniment petites dans le calcul des 
grandeurs déterminées. 

Le premier point de vue, qui a échappé aux anciens géo- 
mètres, consiste à regarder la quantité que l’on cherche 
comme la limite du rapport de deux infiniment petits. 
C’est ainsi que l’on procède dans le problème qui a pour 
objet la recherche des tangentes aux courbes. Effective- 
ment, la courbe MM’ étant rapportée à deux axes de 





coordonnées rectilignes, si l’on veut connaître la tangente 
au point M dont les coordonnées sont x et y, on joindra le 
point M à un autre point M’ de la courbe ayant pour coor- 
données x + a, y +6; le coefficient d’inclinaison de la 
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; , 6 e Ze 2 m © 
sécante MM sera -; et les quantités x, 6 étant regardées 
a 


comme infiniment petites, le coeficient d’inclinaison c 
de la tangente demandée aura pour valeur 


Re 5 
c = lim -. 
a 


Ainsi, dans ce-problème, la quantité à déterminer se 
présente comme limite du rapport des accroissements in- 
fifiment petits simultanés de l'ordonnée et de l'absçisse 
du point de contact. 


7. Le second point de vue est celui où les anciens 
se sont placés, et le procédé qui en résulte pour l’éva- 
luation des grandeurs déterminées a été particulièrement 
développé par Archimède. Il consiste à toncevoir les 
grandeurs décomposées.en parties égales ou inégales et à 
supposer que lé nonibreëde ces parties augmentant sans 
limite, chacune d'elle nde vers zéro; en employant le 
langage de la doctrine ‘inffħitésimale, cela revient à dire 
que chaque grandeur peut ĉtre décomposée en un nombre 
infinimént grand de parties infiniment petites. Ces par- 
ties infiniment petites étant de même nature que la gran- 
deur totale, il semble-que leur évaluation doit offrir les 
mèmes difficultés; mais on verra bientôt comment la dé- 
composition dont il s'agit fournit le moyen de remplir 
l'objet qu`op se propose. 

En résumé, toute quantité infiniment petite qu'on a 
à considérer est destinée à figurer comnie terme d'un 





rapport ou comme élément d’une somme composée d’un 
nombre infini de parties, 

La méthode infinitésimale est contenue dans les deux 
principes suivants : 


8. Premien PRINCIPE. — La limite du rapport de deux 


CHAPITRE I. 9 
“infiniment petits n’est pas changée quand on les rem- 
place par d'autres infiniment petits dont les rapports 
avec eux ont respectivement pour limite l'unité. 


En effet, soient x et 6 les infiniment petits proposés; 
, 6’ deux autres infiniment petits tels, que l’on ait 


x! 


4 
! 4 - 
a 


lmw— —1, lim—=:1, 
° x 0 
ou, ce qui revient au mème, 
i a! | , 
a a TAE AD 
e et n étant des infiniment petits. 
On tire des formules précédentes 


ad =a (1+), 6 —6(1+%); 
d'où 





à Puñté ona < "+ Le 
f | s O y PA + 
m Ji 222 lin < 
; ne: 4 6? 





ce qui démontre le principe énoncé. 

Lorsque la limite du rapport de deux infiniment petits 
est égale à 1, la différence de ces infiniment petits est 
infiniment petite par rapport à chacun d'eux. Car si l'on à “ 


‘ + 

. a x 
lim — =1 où ——1+e6, 

g g 


€ étant un infiniment petit, on en conclut 
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et réciproquement l’une ou l’autre des égalités précédentes 
d 
. a , ` 
a pour conséquence lim — = 1. Il résulte de là que notre. 
œ 
premier principe peut encore être énoncé comme il suit : 


La limite du rapport de deux infiniment petits n'est 
pas changée quand on augmente ou qu'on diminue 
chacun d'eux d’une quantité infiniment petite par rap- 


port à lui. 


ExemPie.—Si l'arc x est infiniment petit et que m et n 
soient des constantes, les quantités sin mæ et sinnx seront 
infiniment petites. D'ailleurs leurs rapports aux arcs mx, 
nx ont pour limite l'unité; donc on a 





. Sinmx . mI m 
-~ z= NM — = —: 
anar nz n 
9. Deuxième PRINCIPE. — Soient 


Ziy Qiy zzsses Qm 


des infiniment petits positifs dont le nombre m croft 
indéfiniment. Si la somme de ces infiniment petits est 
égale à une quantité déterminée S, ou si, cette sômme 
étant variable, elle tend vers la limite S, et que 


fiz Go Gosse $a 
désignent des infiniment petits, la somme 
Gt + a:l He. + Em Em 
tendra vers la limite zéro ou sera infiniment petite. 


En effet, désignons par e celui des infiniment petits 
E13 Eyes Em qui a la plus grande valeur absolue; la 
somme &; E, + Ag Eg +...+ane, aura une valeur ab- 
solue moindre que (a, + x; +...—+a,)e. Or ce produit 
est infiniment petit, caf le premier facteur a une limite 
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finie tandis que le facteur € est infiniment petit; donc la 


somme 
Qi E + QE Hess + Am Em 


est elle-même infiniment petite. 


CôrozLaire. — La limite de la somme d'un nombre 
infiniment grand de quantités positives infiniment pe- 
tites n'est pas changée quand on remplace ces quantités 
par d'autres dont les rapports avec elles ont respective- 
ment pour limite l'unité. 


Soient 


Qis ip Qa = 


les infiniment petits proposés, 
b Be E 


d’autres infiniment petits dont les rapports aux premiers 
respectivement aient pour limite l'unité. On aura 

6 6 6 

= 1+6, n E S = 1 tia 

En CA Zm 
ou 


6 =at aE 6L = ait agijye nep Gm = am H Am Emi 
or, d’après notre principe, si l’on a 


lim (æ; -+ a: +.. -+H am) = S, 
on a aussi 


lim (a, e + di8: +. o H am Ea) = 05 
donc 
lim (6, +6 +... + n) = S. 


10. On ne tardera pas à rencontrer les applications 
du premier principe de la méthode infinitésimale. Le 
deuxième principe se rapporte spécialement au calcul 
intégral; il ne sera pas inutile d'en indiquer l'application 
que les anciens en ont faite à la quadrature des courbes. 
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QUADRATURE DES COURBES PLANES. — Considérons une 
courbe rapportée à deux axes de coordonnées rectilignes 
et cherchons l'aire comprise entre cette courbe, l'axe des 


y n N 
me a 
ra : 
è M 
/ | å 
b l $ 
Re PEREA Sael WA E VE 
| P p i z 


abscisses et deux ordonnées MP, NQ. Supposons d’abord 
que l’ordonnée de la courbe croisse constamment ou dé- 
croisse constamment depuis le point M jusqu’au point N. 
Décomposons la partie PQ de l'axe des x en un nombre 
infiniment grand de parties égales ou inégales, mais toutes 
infiniment petites; puis menons par les points de divi- 
sion des parallèles à l'axe des y. L'aire MPQN, qu'il 
faut évaluer, sera décomposée-en un nombre infiniment 
grand de parties infiniment petites, telles que mpqn. 
Or si l’on mène ma et nb parallèles à l’axe des x, on for- 
mera deux parallélogrammes mpqa, bpqn qui seront 
l’un supérieur et l’autre inférieur à l'aire mpqn, et dont 


mp e o . . . > 
le rapport TP a évidemment pour limite l'unité. On 
nq 


conclut de là que le rapport de mpgn à Fun des deax 
parallélogrammes, à mpga par exemple, a pour limite 
l'unité. Donc, d’après notre deuxième principe, Paire 
qu’il faut évaluer sera la limite de la somme des parallé- 
logrammes intérieurs mpqa ou celle de la somme des 
parallélogrammes extérieurs bpqn. Ainsi, en posant 
mp =y, pq = h, et en désignant par 9 l'angle des axes, 
l'aire demandée S sera exprimée par la formule 


S = sin9.lim ` yh. 
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Si l'ordonnée de la courbe est tantôt croissante, tantôt 
décroissante, on peut la décomposer en plusieurs parties 
satisfaisant chacune à la condition que nous venons d'im- 
poser; la formule précédente étant applicable à chaque 
partie, elle a lieu aussi pour leur somme. Cette formule 
subsiste, même quand l'ordonnée y change de signe, dans 
le passage du point M au point N, pourvu qu'on regarde 
comme négatives les aires des surfaces situées du côté des y 
négatives; il suffit, pour s’en convaincre, de pratiquer ici 
la décomposition de l'aire considérée en plusieurs parties, 
comme dans le cas que nous venons d'examiner. 
3 


41. ExemrLe. — Considérons le cas de la parabole. 


{| 
: a/l] 
RA A aa a OA 
0 P4Q z 
Cette courbe, rapportée à son axe et à la tangente au som- 


met, a pour équation 
T? 


T 

p étant le paramètre. Supposons qu’on demande l'aire 
NOQ =S comprise entre la courbe, la tangente Ox et 
l'ordonnée NQ = y. Décomposons l’abscisse OQ = x en 


ba ag + T . . 
m parties égales ; soil pq = = lune de ces parues; si 


p | o n Wo o lairé 
on suppose P= T on aura mp = za J> et l'aire 


demandée S sera 
n= mn m n= m_i 
n° 


$ z waxy A 
S= lim $, mpqa = lim ` -= = zy lim >` ETE 


n=1 n=1 
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Or on a 

Sd A m (m2) (m1) 

2j 

Sa re, 

n=i 
donc 

S= à zy.lim (1 — | ( 1 

73 y 2m om} 
ou 


Si l’on mène la perpendiculaire NR à Oy, on formera 
un rectangle OQNR qui sera partagé par la parabole en 
deux parties dans le rapport de 1 à 2. ' 


CHAPITRE II. 15 


CHAPITRE II. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE 
INDÉPENDANTE. 


De la continuité. 


12. Une fonction f (x) de la variable x est dite con- 
tinue pour les valeurs de x comprises entre deux limites 
x, et X, lorsque, pour toutes ces valeurs de x, fa valeur 
absolue de la différence 


fiz +4) — f(x) 


décroit indéfiniment avec h, ou est infiniment petite en 
même temps que A. 

Si la fonction f (x) devient infinie pour une valeur 
de x comprise entre x, et X, elle ne satisfait pas à la 
précédente définition de la continuité; on dit alors qu’elle 
devient discontinue en passant par l'infini. 


Des dérivées. 


13. La fonction f (x) étant supposée continue pour 
les valeurs de x comprises entre x, et X, les accroisse- 
ments corrrespondants 


h et f(x+h)—f(x) 


sont en même temps infiniment petits, comme nous ve- 
nons de le dire. La limite du rapport 


f(x h) — f(x) 
h 
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de ces accroissements est en général une quantité déter- 
minée indépeydante du signe de k; elle dépend de Ja 
valeur attribuée à x et, en conséquence, elle est une 
fonction de cette variable. On lui a donné le nom de déri- ` 
vée de la fonction f (x), et nous la représenterons, avec 
Lagrange, par la notation f'(x); ainsi l’on aura 


fx h) ~La): Ly 


(1) 2 l(æ)+e, 
ou | 
(2) Slet h) — f(z) = hf (x) hs, 


e désignant une quantité infiniment petite en même 
temps que À. ” 

Il peut arriver que, pour certaines valeurs particu- 
lières de x, la limite du rapport 


Flash — f(x) 
A 


dépende du signe que l’on attribue à A% en faisant tendre 
cette quantité vers zéro; dans ce cas, la dérivée de la 
fonction cesse d'être déterminée. 

D'après ce qui précède, si l’on prend k pour infiniment 
petit principal, l'accroissement 


f(x +4) — S(x) 


sera un infiniment petit du premier ordre, à moins que 
la dérivée f'(x) ne soit nulle ou infinie. On verra plus 
loin que cette circonstance ne peut se présenter que pour 
certaines valeurs particulières attribuées à x. Lorsque 
f'(x) s'annule, l'accroissement de la fonction est d’un 
ordre infinitésimal supérieur à 1; cet ordre est au con- 
traire inférieur à 1, quand f'(x) devient infinie. 


14. La simple notion de la dérivée conduit à plu- 
sieurs propositions importantes que nous allons établir. 
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Tatonkme I. — Soit f (x) une fonction de x-qùi reste 
continue pour les valeurs de x comprises entre des 
limites données, et qui, pour ces valeurs, ait une dérivée 
f'(x) déterminée. Si x, et X désignent deux valeurs 
de x comprises entre les mêmes limites, on aura 


+ SX) — Sla) y 
ER ep (a), 


x, étant une valeur comprise entre x, et X. 


En effet, le rapport 


FX) — f(x) 
X— 2, 


é 
a, par hypothèse, une valeur finie, et si l’on nomme A 
cette valeur, on aura 


(1) LY(X)— AX] —[/(z,) — An] = 0. 


Désignons par 4 (x) la fonction de x définie par la for- 
mule 


(2) gr) =[S(x) — Ar] —[/ (x) — An], 
on aura, à cause de légalité (1), 
ọ (r) =0, g(X)—=0, 


en sorte que 9 (x) s’annule pour x = xy et pour x = X. 
Supposons, pour fixer les idées, X >>, et RE croitre 
x de x, à X; la fonction ọ (x) est d'ab T ` 

admet qu 'elle ne soit pas constamment 
valeurs de z comprises entre Xo et X; 






de x = xs, soit à partir d’une valeur de z 

entre x, et X. Si les valeurs dont il s’agit sont positives, 

comme ? (x) est continue et qu’elle doit s’annuler pour 
I. 2 
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i PEA 5 
x = X, il est évident qu'il y aura une valeur x; entre x, 


et X telle, que 
(x) É 


sera supérieure ou au moins égale aux valeurs voisines 


q (xı —- A), (z+ A), 


h étant une quantité aussi petite que l'on voudra. Si la 
fonction ọ (x), en cessant d’être nulle, prend des valeurs 
négatives, le même raisonnement prouve qu'il existe une 


valeur x, entre x, et X telle, que 


g (z) 
sera inférieure ou au plus égale aux valeurs voisines 


g(zı— h), (z+ A). 


Ainsi, dans l'un et l’autre cas, la valeur de x, sera 
telle, que les différences 


pire), g(r A)— g (2) 
seront de même signe, et, par suite, les rapports 


(3) g(r — h)— el 1) g(a+h)— (7) 
h 
seront de signes contraires. 

Il faut remarquer que nous n’excluons pas l’hypo- 
thèse dans laquelle l’un des rapports précédents se réduit 
à zéro, ce qui exige que la fonction ọ (x) conserve la 
mème valeur pour les valeurs de x comprises dans un in- 
tervalle fini. En particulier, si la fonction ọ (£) est con- 
stamment nulle pour les valeurs de x comprises entre 4 
et X, les rapports (3) sont nuls l'un et l’autre. 

Les rapports (3) tendent vers la même limite quand A 
tend vers zéro, car nous admettons que la fonction f (x) 
a une dérivée déterminée, et la même chose a lieu, en 
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conséquence, à l'égard de ? (x); d’ailleurs ces rapports 
sont de signes contraires, donc leur limite est zéro. Ainsi 
l'on a 

? (rt h) — (7) 


lim =R — 0, 
h 


ou, à cause de l'équation (2), 


in FRS EUICIEN PTS 





h 
c'est-à-dire 
A= (PA EN A =f E) 
On a donc : 
LC pah, 
ou 
(4) SX) =S (r) = (X — r) f' (ri) 


comme on l'avait annoncé. 

Nous avons supposé X > x,, mais comme la formule 
précédente ne change pas par la permutation des lettres 
Xo, X, elle est évidemment indépendante de cette hÿpo- 
thèse. 

Si l’on fait 

X=r, +2, 
la quantité x,, comprise entre x, el x, + h, pourra être 
représentée par To + bh, 8 étant une quantité compr ise 
entre oet 1; on peut donc écrire 


(5) VAUT + h) — f(x) = hf" (rs + 0h). 


Remarque. — La démonstration qui précède est due à 
M. Ossian Bonnet. Il faut remarquer qu'elle ne suppose 
en aucune façon la éontinuité de la dérivée f(x}; elle 
exige seulement que cette dérivée existe et ait une valeur 
déterminée. 

2, 
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15. Tutorème I. — Si la fonction f(x) est constante 
pour toutes les valeurs de x comprises entre deux liniites 
données, la dérivée f'(x) est nulle pour les mêmes va- 
leurs de x. Réciproquement, si la dérivée f'(x) est nulle 
pour les valeurs de x comprises entre deux limites, la 
Jonction f(x) a une valeur constante pour les valeurs 
de x comprises entre les mêmes limites. 


1° Supposons que la fonction f (x) soit constante pour 
les valeurs de x comprises entre deux limites données, et 
soient ro, X, + h deux de ces valeurs de x, on aura 


firo + 4) — Slr) = 0, e iat a Tes = 0, 
t 


ct, en passant à la limite, 
F (ra) = 0 


2° Supposons que */' (x) soit nulle pour les valeurs 
de x comprises entre deux limites données, et soient x, 
ct To + h deux valeurs quelconques de x comprises entre 
ces limites, on aura (n° 14) 


Siro + 4) — S (£o) = AS" (r,+ 0h); 
To + 8h étant une valeur comprise entre les limites don- 


nées. Le second membre de cette formule est nul, par 
hypothèse, et l’on a i 


S{ro+ h) =f (e); 
la fonction f (x) a donc une valeur constante, ` 


Corortaine I. — L'accroissemeñt d’une fonction est 
en général un infiniment petit de méme ordre que l'ac- 
croissement de la variable. 


En effet, d’après le précédent théorème, si deux varia- 
bles dépendent effectivement l'une de l'autre, il est im- 
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possible que le rapport des accroissements infiniment 
petits, simultanés, de ces variables tende constammient 
vers Ja limite zéro, quand l’une des variables varie dans 
un intervalle fini. Le même rapport ne peut pas non plus 
tendre constamment vers l'infini, car s'il en était ainsi le 
rapport inverse tendrait constämment vers zéro, et nous 
venons de voir que cela est impossible. 


ConozLame I. — Lorsque deux fonctions f(x), F (x) 
de la variable x ne diffèrent que par une constante, 
pour les valeurs de x comprises entre deux limites don- 
nées, les dérivées de ces fonctions sont égales entre elles 
pour les mêmes valeurs de x. Réciproquement, si les 
dérivées f'(x), F' (x) de deux fonctions f(x). F(a) 
sont égales entre elles pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre des limites données, les fonctions ne dif- 
Jèrent que par une constante, pour ces mêmes valeurs 
de x. 


Eu effet, désignons par ọ (x) la différence des fonctions 
J{x) et F(x}: on aura 
g(r) =f(r)—F(r) gir+h)=fir+h)—F(r +4), 
et, par conséquent, 


g(r+h)— or) flesh) — fir) F(r+h)—Fi(r). 


ho or hi l 


en passant à la limite, il vient, pour À = v, 


g' (z) = f(x) — For). 


Cela posé, si ọ (x) est constante, g (x) est nulle; donc 
les dérivées f'(x) et F’ (x) sont égales entre elles. 

Réciproquement, si f'(x) et F' (x) sont égales entre 
elles, g (x) est nulle, donc & (x) est une constante, 


16, Tuéoniue HI. — Sila dérivée f'(x) de la fonction 
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J (x) reste finie pour toutes les valeurs de x comprises 
. entre les limites x, et X >> x,, et que l’on fasse crottre x 
` de x, à X, la fonction f(x) crottra tant que la dérivée 

f (x£) ne sera pas négative, et elle décroïtra tant que 
f'(x) ne sera pas positive. 

_ En effet, x étant comprise entre x, et X, le rapport 


Six Eh)—f(z) 
Er 


a pour limite f'(x), qui est une quantité finie; il aura 
donc le signe de cette limite pour toutes les valeurs de h 
comprises entre zéro ct une quantité positive € suffisam- 
ment petite. Par conséquent, on aura, pour les mêmes 
valeurs de h, 


f(x) << f(r + h), 





On peut supposer qu'il n’y ait qu'une valeur de cette 

èce, car on ramène à ce cas celui où il y en aurait 
NH en décomposant l'intervalle de x, à X en 
plusieurs autres. Alors si l’on désigne par a la valeur 
de x qui annule f'(x) et par À une quantité aussi petite 
que l’on voudra, on fera croître x de x, à a — h, puis de 
ah à X, et le signe de la dérivée f'(x) indiquera le 
sens de la variation de la fonction dans chaque intervalle, 
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quelque petite que soit la quantité h. Faisant tendre 
ensuite À vers zéro, on voit que si la dérivée f'(x) ne 
change pas de signe en s’annulant, la fonction f(x) con- 
tinuera à varier dans le même sens, tandis que si f'(x) 
change de signe en s’annalant, la fonction f(x) devien- 
dra croissante ou décroissante selon qu’elle était décrois- 
sante ou croissante. Dans ce cas on dit qu’elle passe par 
un minimum ou par un maximum. 


17. Le théorème du n° 14 est susceptible d’être géné- 
ralisé; il est effectivement compris dans la proposition 
suivante, dont on verra plus loin d'importantes appli- 
cations. 


Taéoneme IV. — Soient f(x) et Fx) deux fonctions 
de x qui restent continues pour les valeurs de x com- 
prises entre des limites données, et qui, pour ces valeurs, 
aient des dérivées déterminées f'(x), F' (x). Si x, et X 
désignent deux valeurs de x comprises entre les mémes 
limites, et que la dérivée F'(x)g qui peut être nulle ou 
infinie pour x = x, ou pour x = X, ne le soit pas pour 
les valeurs intermédiaires, on aura 


FX) — fiz) _ f'(a) 
F(X)— F(a) F(a) 





3 


x, étant une valeur comprise entre x, et X. 


Nous emploierons ici le raisonnement qui nous a déjà 
servi à établir le théorème I. Posons 


SX) — fx) 

F(X)— F(z)  ? 
on aura 
(1) (A(X) — AF (X)]— [S (2) — AF (7.)]= 0, 
d’où il résulte que la fonction 


(2) gl) =[/(2)— AF (2)]}— [/{2,) — AF(x)] 
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qui est nulle pour x = x, s’annule aussi pour x = X., Si 
cette fonction n’est pas constamment nulle, quand x varie 
de x, à X, elle croitra ou décroitra soit à partir de x = to, 
` soit à partir d'une valeur comprise entre x, et X; mais si 
clle commence par croitre, elle devra décroître ensuite, et 
inversement, puisqu'elle redevient nulle pour x = X, et 
qu'elle est continue. Il y aura donc une valeur x, de x 
comprise entre x, et X, telle, que les différences 


g(riı— A) — o(a), g(r +A) — (2) 


seront nulles ou de même signe pour les valeurs de } 
comprises entre zéro et une certaine limite aussi petite 
que lon voudra. Les quotients 

LI 


pin hot) glz, +h) — elz) 
— h sé A 


seront donc de signes contraires, ce qui exige que leur 
limite soit zéro, car la fonction (x) a, par hypothèse, 
une dérivée déterminé®. Ainsi l’on a 


lim 2 +4) el) 
h aa 


ou, à cause de la formule (2), 


ARS at a — Alim AL F(z) _ 





ou 


La valeur x, ne peut être égale ni à x, ni à X; d’ail- 
leurs, par hypothèse, la dérivée F' (x) ne peut être nulle 
ou infinie, pour les valeurs de x intermédiaires entre x, 
et X; on a donc 
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et; par conséquent, 


SX) — f(x) Sr) 





F(X) F(a) Fix) 
Si l'on pose 
X = 7, +h, 
‘h étant une quantité positive ou négative, on aura 
a = x, + 04, 


8 étant une quantité comprise entre o et 1; alors la for- 
mule précédente deviendra 


. 
Sr + h) = fiz) Sr + 0h) 
F(as+4)— Fa) Fr + IA) 





Des différenti elles. 


48. Nous emploierons la caractéristique A pour dési- 
gner les accroissements des fonctions. Ainsi l’accroisse- 
ment que prend la fonction f (x), quand on donne à x 
l'accroissement k ou A x, sera représenté par 


af(a)=T(e + h)— f(x) 
et l’on aura, en conséquence, 
(1) Af(æ)=hf'{x)+ hs, 
e étant infiniment petit en mème temps que A. 

La première partie f'(x) de cet accroissement est 
dite la différentielle de la fonction f'(x); on désigne cette 
différentielle au moyen de la caractéristique d, et l'on 
écrit 
(2) df{x) = f(x). 

On voit que, si l’accroissement arbitraire À est infini- 
ment petit, les quantités A f(x) et df (x) sont des infini- 
ment petits susceptibles d’être substitués l’un à l’autre, 
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conformément à la méthode que nous avons exposée, dans 
les rapports ou dans les sommes dont on peut avoir à 
chercher les limites. On a effectivement 





Afar) 3» e 
, Fia) Fey 
et, par suite, 
| im 2/05) 
um dfiz) = ; 


tant que f’ (x) reste finie. 


19. On peut donner une représentation géométrique 
très-simple ‘de l'accroissement Af(x) et de la différen- 
tielle df (x). Considérons à cet effet deux axes rectilignes 
de coordonnées, et construisons la courbe dont l’ordonnée 


est f (x). Menons la tangente au point M dont les coor- 
données sont r'et.f (x); construisons l’ordonnée M’ P’, 
qui répond à l’abscisse x + h et qui coupe en R la tan- 
gente en M; menons enfin MQ parallèle à l'axe des 


Af(x) 
h 





abscisses. La dérivée f'(x), limite du rapport » est, 


comme nous l'avons déjà dit (n° 6), le coefficient d'incli- 
naison de lá tangente MR, et l’on a 
Af(z)=MQ—RQ+MR, 
df (2) = hf’ (2) = RQ; 
et par conséquent 
he — M'R; 


il suit de là que M'R est d’un ordre infinitésimal supé- 
rieur au premier. 
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20. Dans le cas particulier où la fonction f (x) se ré- 
duit à 


S (æ) =æ; 
ona 
Af (z) = 4z =h, eha; 
4 
et, par suite, 
S'{z)=1. 


Alors la formule (2) devient 
dr = h, 


et, en conséquence, cette formule (2) peut être remplacée, 
dans le cas général, par 


(3) df (x) =f' (z) dx. 


On voit en résumé que la différentielle d'une fonction 
est égale à la dérivée de cette fonction multipliée par 
la différentielle de la variable indépendante; quant à 
cette dernière différentielle, elle n’est autre chose qu’un 
accroissement arbitraire attribué à la variable indépen- 
dante. 

Si l’on divise la formule (3) par dx, il viendra 


df (x) 
dr 


4 


(4) J'(x)= 





» 


ce qui exprime que la dérivée d’une fonction est le rap- 
port de la différentielle de cette fonction à la différen- 
tielle de la variable. 

Cette manière de représenter les dérivées est la plus 


af (x) 





usitée. Ainsi l'expression peut être indifféremment 


dx 

considérée à deux points de vue, soit comme exprimant , 

le quotient de df{x) par dx, soit comme un symbole 

Af (x Af (x . 
£ 


représentant la limite du rapport < n 
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écrit-on ordinäirement la formule (3) comme il suit : 


d 
df (z) = Ye) dr, 
vu À dx 
ou « 
é , 
dy = A dr, 
dx 


en représentant par une seule lettre y la fonction que 
nous avons désignée jusqu'ici par f (x). 


Théorème relatif aux fonctions de fonctions. 

21. Soient u, x, y trois variables, et supposons que 
deux d’entre elles dépendent de la troisième. Si l'on a 
exprimé la valeur de y en fonction de u, de manière que 
l'on ait 


y =flu), 


puis que lon choisisse x pour variable indépendante, 
y sera dite une fonction de fonction de la variable indé- 
pendante x. 

Cela posé, nous établirons la proposition suivante 
qu'on doit regarder comme fóöndãmentale. 


Tutorème. — Si lon a 


r 
y=fu), 
on aura aussi 
dy = f'{ u) du, 


quelle que soit la variable indépendante. 


En effet, la variable indépendante étant désignée par x, 

. ` . a . # . 
attribuons à cette variable l’äecroisement Ax, et dési- 
gnons par An, À y les accroïissements correspondants de 


À 
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u etde y; on aura identiquement 


Ay Ay * Au 


ây Au 


Faisons tendre Ax vers zéro, les limites de ir aa e 
r Tr 
dy du ses FRE 
ront respectivement Je ui d’ailleurs la limite du rap- 


port 
Em Dee À 


Au Au 
est égale à f’ (u); on a donc 


dy du 





de ”: 
k dy du : 
Les expressions —, —- peuvent être regardées comme 
i dx dx 
les quotients de dy, du par dx; on a donc, en suppri- 
mant le dénominateur dr, 


dy =f' (u) du, 


comme si u était la variable indépendante. On écrit en- 
core le plus souvent 
2 =] 


dy 
iy = d dy = — du. 
ay u OÙ dy du u 





Objet du calcul différentiel. — Differentiation des 
fonctions algébriques explicites. 


22. L'opération par laquelle on détermine la différen- 
tielle d’une fonction est dite différentiation. 

Le calcul différentiel a pour objet principal les règles 
de la différentiation des fonctions. 

Nous examinerofs d’abord les cas simples dans lesquels 
la fonction proposée est composée algébriquement” au 
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moyen d’une ou de plusieurs fonctions dont les différen- 
tielles sont supposées comues. 


23. DiFFÉRENTIATION D'UNE SOMME. — Considérons la 
fonction 
F=BElR EEE 
U, Us, Us,..., Un étant des fonctions de la variable indépen- 
dante x dont les différentielles sont supposées connues. 
Donnons à x l'accroissement Ax, et soient 


AY, ôu, Sani. Ann 
les accroissements correspondants des variables 
Vs Ur Missy Uni 
on aura évidemment 
AY = Ed EE AE 


et, en divisant par Ax, 


Aay + tgi Au, ET Æ Siez, 


= 





Passons maintenant aux limites, on aura 


du, es, 


Toan p a 


P z Ee Æ 





et, en multipliant de part et d'autre par dx, 


. 
dy =+ du, + du, por a. / 


Il suit de-là que la difere 
brique sn 


tielles de ces fonctions. 


24. Dı 









| -= a Soit d’abord 


a étant æ. Désignons 
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par Au, À y les accroissements que prennent u et y quand 
on donne à x l'accroissement Ax, on aura 





Ay = aðu, 
puis 

åy Au 

— = 4 . 

âr Az 


Passant aux limites, il vient 
dy du 
-e Z A 
dx dx 
et, en multipliant par dx, 


dy = a du. 


Ainsi la différentielle du produit d’une fonction par 
une constante est égale au produit de la différentielle 
de la fonction par la constante. 


2° Considérons en deuxième lieu le produit 
y= up, 


° 
u et v étant deux fonctions de x. Soient Au, Av, Ay les 
accroissements que prennent u, v, y quand on donne à x 
l'accroissement Ax ; on aura 


Ay = (u + Au) (v + Av) — uv —vAu + uAv + Au Av, 
et, en divisant par A+, 


ây _ Au år Au àv 
àr år àr Az àr 


Bassant aux limites, on voit que le dernier terme du se- 
cond membre s'évanouit, et l’on a 


ou, en multipliant par dx, 


dy =e du + u dv, 
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Ainsi la différentielle du produit de deux fonctions | 
est égale à la somme des deux produits que l’on obtient w 
en multipliant chaque fonction par la différentielle de 
l’autre. 


En divisant la formule précédente par le produit y 
ou uv, on obtient 


— + 
y u v 
Le rapport de la différentielle d'une fonction à cette fonc- 
tion a reçu le nom de différentielle logarithmique. Alers 
notre formule exprime que : 


La différentielle logarithmique d'un produit de deux 
facteurs est égale à la somme des différentielles loga- 
rithmiques des facteurs. 


Cette propriété, analogue à celle des logarithmes, jus- 
tifie la dénomination de différentielle logarithmique. 

3° Considérons enfin le produit d’un nombre quel- 
conque de fonctions de la variable indépendante x, et'soit 

- Y = Ul, Ua ooo Um 

ce produit. 

En appliquant la règle qui se rapporte à la différen- 
tiation logarithmique du produit de deux fonctions, on 


aura 
dy du  diuiu,..u,_,) 


yY tt U, z ao Um 


du $ du, Pi dtz... Uma) 








u u, Us oo Ummi 

du du, du,  d{....um_) 
— + — + ——— 
u t, ü, ise Maai 


la dernière de ces égalités, savoir 


dy du du, du; dm 


Y ü tt, ü; Ru Um 
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exprime que la différentielle logarithmique d'un pro- 
duit de m fonctions est égale à la somme des différen- 
tielles logarithmiques de ces fonctions. 


Pour avoir la différentielle dy, il suffit de multiplier Ja 
formule précédente par y, et il vient alors 


dy =U, Uz... Umi AUAU Unes dtt, He HU ee Uma Almi 


25. DIFFÉRENTIATION D'UN QUOTIENT. — u et v étant 


deux fonctions de x, considérons le quotient 
u 
y=- 
v 
on aura 
JV = 4. 


La différentielle logarithmique du produit yv est égale 
à la différentielle logarithmique de u ; on a donc 


dy dv du 

To 
ou 

dy ni du de 

yo u v 


par conséquent : 


La différentielle logarithmique du quotient de deux 
fonctions est égale à la différentielle logarithmique 
du dividende moins la différentielle logarithmique du 


diviseur. 


En multipliant la formule précédente par y ou Z, on 
Y 
obtient 
dy = Edince dr, 
v e? 
ou 
__ Pdu — udr 


dy = 


p # 
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26. DiFFÉRENTIATION DES PUISSANCES D'UNE FONCTION. 
— Soit u unt fonction de x et considérons la puissance 
(1) J=, 
l’exposant m étant une constante. 

1° Si m est un entier positif, y est le produit de m 
facteurs égaux à u; par suite la différentielle logarith- 
mique de y sera égale à la somme des différentielles loga- 
rithmiques de ces facteurs ; on aura donc 


(2) 


2° Si m est un nombre fractionnaire positif, soit à son 
dénominateur, on aura 


Ji = umi, 


La différentielle logarithmique de y“ est i2, celle de u” 


„du ; . 
est mi —, car mi est un nombre entier; on a donc 
tt 
. dy , du 
t — = M — 9 
u 
et, en supprimant le facteur į, on retrouve la formule (2). 
3° Si m est un nombre négatif entier ou fractionnaire, 
on aura par la formule (1) 


Ju" =n 


La fonction yu™™ étant constante, sa différentielle est 


. ‘ . R d AE a ET 
nulle et sa différentielle logarithmique > + —. l'est 


(u=) 


. . ; ATTE 
aussi. D'ailleurs, — m étant un nombre positif, TE 


m 


5 x du 
est égal a —m + donc on a 


l 
Tonta 


Es ns 


yY u 
ce qui n'est autre chose que la formule (2). 
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Ainsi la formule (2)'est générale et elle subsiste quel 
que soit l’exposant constant m. En la multipliant par la 
formule (1), il vient 





(3) dy = mu”"-—\du. rai ‘ 
i E 


N résulte de là que la différentielle dela p issančė 
de degré m d'une fonction est égale au produit de 
l’exposant m par la puissance de degré m —1ı de la 
Jonction et par la différentielle de cette fonction, 





Si la fonction u se réduit à la variable indépendante x, 
ona 
J= m, 
et à 
dy = max"-'dz. 


1 e » 
Il faut remarquer le cas de m = z qui se présente fré- 


quemment. Alors la formule {1} devient 


yY =Ni, 
et la formule (3) donne 
dy = e B | 
2yu 


Applications des règles précédentes. 


27. Toute fonction algébrique explicite peut s’obtenir 
en exécutant sur la variable x et sur des constantes un 
nombre limité d'opérations algébriques; on pourra donc 
toujours calculer la différentielle d'une telle fonction par 
le moyén des règles que nous venons d'établir. Nous 
allons présenter ici quelques exemples. 

1° Soit 

y = Az" + Bae + Czr +... 


Li 
, 


A, B, C, ... étant des constantes données, ainsi que 
3; 
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m, n, p, :4.. On aura immédiatément, par l'application 
des règles relatives à l'addition, à la muluüplication et à- 
lélévation aux puissances, 
= (MAI + nB + pOr +...) de. 
Lx Soit 
‘ =. Ge 

sr ST y =a + byr ++) 

Pe tee 
a, bee ent des constantes. On peut écrire 


PEN, S 
1 SI 


y= a + br + cx? + ext, 


on êst alors'dans le cas que nous venons d'examiner et 
l'on à 


ou 


3° Soit 
y = (a+ rt) Va — rt, 


a étant une constante. 

On peut écrire 
y= (œz + xt) Va: — x, 
puis - 


dy = ya! — rid (az + at) + (a24 xt) d ya — 2° 
xdr. 





= ya — 2 (20x + ka) dx — (P t + r) 
yæ— 2° 
ou 
PA im Ned 
ai — x! 
4° Soit 
JT = (az" + b)", 


a, b, m, n étant des constantes. 


… 
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On a i 
dy = n(ax" + b)" d (ax" + b) 
ou 
dy = mnax" (az" + b)"-'dz. 


Application à quelques problèmes simples. 


28. Les règles précédentes suffisent pour résoudre quel- 
ques problèmes; il ne sera pas inutile d'en donner des 
exemples. Ceux que nous allons présenter sont empruntés 
à la Géométrie et il nous faut rappeler d’abord des locu- 
tions usitées dans la théorie des courbes. Lorsqwune 
courbe est rapportée à deux axes de coordonnées recti- 
lignes, si l’on mène par l’un de ses points la tangente et 
la normale, les parties de ces lignes comprises entre le 
point de la courbe et l’axe des abscisses sont dites respec- 
tivement longueur de la tangente, longueur de la nor- 
male; en outre les projections des mèmes lignes sur l'axe 


des abscisses prennent le nom de sous-tangente et de 


.sous-normale. 


29. ProsLème 1. — Trouver la courbe dans laquelle la 
sous-normale est égale à une constante donnée p. 


| F s 


À | 


Soient x et y les coordonnées rectangulaires d’un point 
M de la courbe cherchée; y peut être regardée comme 
une fonction de x, et c’est cette fonction qu’il faut trouver. 
Menons l’ordonnée MP du point M et la normale MN, 
la sous-normale PN est égale à l'ordonnée MP = y mul- 
tipliée par la tangente de l’angle PMN. Mais cet angle 


vi. 
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est égal à l'angle MTx que la tangente en M à la courbe 


fait dec l'axe des abscisses, il a donc pour tangente Z. 


Ainsi la condition du problème est exprimée par l'équa- 
tion 


ou 
2ydy = 2pdz, 

Le premier membre de cette équation est la différen- 
tielle de y*, d’après le principe fondamental du n° 21; 
le second membre est la différentielle de 2 px. Nous avons 
donc deux fonctions de x, savoir 


yJ? et 2px, 


ee ry 


7 
qui ER rentie égales ou, ce qui revient au 
he des dérivées égales; donc ces fonctions ne peuvent 
différer que par üne constante, et l'on a 


Te +17 ‘ de —2pzx + C, 


C étant une constante arbitraire. 

Les paräboles\dé paramètre p et dont l'axe coïncide 
avec la-droite, sur laquelle on compte les sous-normales, 
sont donc les seules courbes qui répondent à la question. 


30. Prosrime Il. — Trouver la courbe dans laquelle 
la normale est égale à une constante donnée a. 


On voit sur la figure du n° 29 que le carré de la nor- 


d 4 
male est égal au carré de la sous-normale y z plus le 


carré de l'ordonnée; on a donc 


Cette équation est satisfaite quand on pose } = +a, 
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x dy i ; 
car il en résulte L7 les. deux droites menées paral- 
T 


lèlement à l'axe des x, à une distance a de cet axe, con- 

stituent donc une première solution du problème. 
Faisant abstraction de cette solution, nous tirons de 

l'équation précédente ; 


quel que soit le signe avec lequel nous prenions le radical 
Va’ — 7", le second membre de la formule précédente 
est la différentielle de — Va? — y*, par conséquent cette 
formule exprime que les deux fonctions de x 

z et —ye— y’ 


ont la même différentielle. Ces fonctions ne peuvent donc 
différer que par une constante g, et l’on a 


z—uz—Vai— yr’, 


(r— a} + 7? — at, 


d'où 


équation qui représente les cercles de rayon a dont les 
centres sont situés sur l’axe des abscisses. 


31, ProezÈme III.— Étant donnée une section conique 
OAB, trouver la courbe IM telle, que chaque corde AB 
de la conique, tangente à la courbe IM, soit divisée en 
deux parties égales au point de contact M. 


e 


Soient 
Y = 2pX -+ qX’? 
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l'équation de la conique donnée, et 


dy 


Y-y=2Z(x— a) 


celle de la tangente au point M de la courbe inconnue. 
Si l'on élimine Y entre ces deux équations, il viendra 


dy’ k dy dy? _dy\? 
(Z-1)x Te p) x+ (7—2) = 0. 


\ dx? 


La demi-somme des deux racines X de cette équation 
est 








dy dy? 
PTT de’, 
dy ? 
de 1 


or, par l'énoncé du problème, cette demi-somme doit 
être égale à l’abscisse x du point M. On a donc 
dy 
+ — f = = 
p+qe—y j=? 
ou 
2 ydy = 2 pdx + 2qxdz; 


le second membre de cette équation est la différentielle 
de 2px + qx*; le premier membre est la différentielle 
de y”. Donc ces deux fonctions ne diffèrent que par une 
constante C, et l’on a 


Y `= 2px + gr + C 


pour l'équation générale des courbes demandées. On voit 
que ces courbes sont des coniques semblables à la pro - 
posée et qu’elles ont les mèmes axes principaux. 
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Théorème relatif à la différentiation des fonctions 
composées de plusieurs fonctions d'une variable 
indépendante. 


32. Les résultats que nous avons obtenus précédem- 
ment sont compris, comme on va le voir, dans un théo- 
rème général relatif à la différentiation d’une fonction 
eomposée de plusieurs fonctions. 

Si u et v sont deux fonctions de la variable indépen- 
dante x et que l 
y =f (u,v) 
soit une fonction de u et de v, on dit que y est une fonc- 

tion composée des deux fonctions u et v. 

Désignons par ọ (u, v) la dérivée de f(u, v) par rap- 
port à u, c'est-à-dire la dérivée prisé en considérant u 
comme une variable indépendante et y comme une 
constante ; on aura 


(1) f(u + Au, v)— f(u, v) = [p (u,v) +2] du, 
æ étant une quantité qui s'évanouit avec l'accroissement 
Au que nous attribuons à u. Désignons aussi par Ņ} (u, ») 
Ja dérivée de f(u, v), par rapport à v; on aura de 
même | 

Slusv+Av)— f(u, o) = [p(u, v) +E] ân, 


6 s'aunulant avec Av. Si, dans cette dernière formule, on 
remplace u par u + Au, 6 ne cessera pas de s'évanouir 
avec Av; mais cette quantité prendra une valeur diffé- 
rente 6’ et l’on aura 


(2) f(u+au,v+Ar)— f (u + Au, v) =[$(u+Au,e) +6] Ae. 


Supposons maintenant que Au et Av soient les accrois- 
sements que prennent les fonctions u et v quand on donne 
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à x l'accroissement Ax; désignons aussi par Ay lac- 
croissement correspondant de y, savoir : 


Ay =f(u + Au, o +A0)— fluo) 
on aura, en ajoutant les égalités (1) et (2), 
Ay —{g(u,v)+a]au+{[ÿ(u+Au,v)+6/]a4r, 
et, en divisant par Ax, 


ây Au àr 
= [p (u, °) + x] Ts +[$(u+au,v) +6] u 

Passons maintenant aux limites ; æ, 6’ et Au s'évanouis- 
sent; on a donc 


dy _ : du | do 
A tee) zg ttl 


ou, en multipliant par dr, 
dy = ọ (u,v) du + ẹ (u, v) de. 


Cette expression de dy se réduit à ọ (u, v) du lorsque v 
est égale à une constante, ce qui est conforme à ce qu'on a 
vu plus haut (n° 21). Dans ce cas la différentielle de y 
. se représente, comme nous l'avons dit, au moyen de 
l'une des deux notations 


df(u,v) dy 
Dur > du, Iu 





De même, quand u est égale à une constante, notre 
expression de dy se réduit à Ņ (u, v) dv, et nous la repré- 
sentons dans ce cas par 

d .®) dy 

AAA, | dv ou z dv. 


Or, on est convenu de conserver dans tous les cas la 
même notation; on représente donc la valeur de dy de 
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l'une des deux manières suivantes : 


_af(u, v) df (u, 0) 
dy = < du + E cu do, 
ou | 
__dy dy 
dy = di du + To dv. 
. A sg e sdy d 
Mais il faut bien se garder de considérer ici L, T comme 


des quotients; ces symboles expriment au contraire les 
dérivées de y regardée d’abord comme fonction de la seule 
variable u, puis comme fonction de la seule variable. 


33. Le résultat que nous venons d'obtenir peut être 
généralisé bien aisément. Soient 


ll, Py Wy Syan 
des fonctions de la variable indépendante x et 
Jr =f\uv,w,s,...) 


une fonction composée de ces diverses fonctions. Rempla- 
çons celles-ci, à l'exception de la première, par leurs va- 
leurs; on aura l'expression de y en u et x, on pourra donc 
appliquer la formule à laquelle nous sommes parvenu au 
numéro précédent, ce qui donnera 


` d 

dy — z du + d'y, 
formule où d'y représente la différentielle de y prise en 
regardant u comme une constante. On aura pareillement 


dy 


d'y = — do + d'y, 


dv 
d" y étant la différentielle de y quand on regarde u et v 
comme des constantes, puis 


d 
d'y = _ dw + d”3, 
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d” y étant la différentielle de y prise en regardant u, v, 
w comme des constantes, et ainsi de suite, Il est évident 
qu’en ajoutant entre elles toutes les équations obtenues 
de cette manière, on aura 

L 
dy dy 


dy € 
dy = 
á du ae dv AE dw 





l 
dw +Z ds +.. , 


ou, en divisant par dr, 


dy _ dy du dy do dy dw dy ds 
dx du de do de — dw dx ds de 


et l'on peut énoncer ce théorème : 


Taéonime. — La différentielle d'une fonction com- 
posée de plusieurs fonctions est égale à la somme des 
différentielles que l'on obtient en regardant successive- 
ment chacune des fonctions composantes comme seule 
variable. 


34. APPLICATIONS. — 1° Soit 
y = Au + Bv + Cw +... 
, ,. dy dy 
À, B, C,... étant des constantes. Les dérivées i'a 
u v 


sont égales respectivement aux constantes À, B, C,...: 
on a donc 





yt. 


dy= A du +- Bilo + Cdiv +, ,.. 
2° Soit 


J = uvws...; 


A PEPE. ARS La , . r 
ici les dérivées go sont égales respectivement à 
t p 


OWS.. eg UWS.. o, UVS..., ..... ; 


on a donc 


dy = vws... du + uws... do + iws... div +... 
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comme on l’a trouvé au n° 24; cette formule conduit 
comme on l’a vu (n° 26) à la règle de la différentiation 
des puissances. 

3° Soil encore 


u 
g= F = av”!, 
on a 
d dy 
de = 
donc 
dy = 7" du — uv? dv 
ou 
vdu — u dv 
dy — RS HE 


Conséquence du théorème précédent. 


35. Toute fonction explicite y de la variable x s'obtient 
en effectuant successivement sur cette variable diverses 
opérations bien définies. Le nombre de ces opérations est 
limité et s’il est supérieur à 1, la dernière opération devra 
être exécutée sur une ou plusieurs fonctions u, v, w,... 
déjà formées; ainsi l’on aura ° 

F=f (h pv, w,...). 

Le théorème que nous avons établi ramène Ja différen- 

tiation de y à celia, deo fo onctions plus simples u, v, w,.. 


età cles u, de v, de w,..., représentées 
i à fonctions ü, v, wia ne s’ob- 














tiennent pas par ı pne se 
pourra leur appliquer 4 ce 
ainsi de suite, En sorte que le de ] 
tielle de y se ramènera toujours à celle des différentielles 
de certaines fonctions élémentaires q ‘ol | ne 

à des fonctions plus simples. Les foret 








Émentaires 


Èi RES 
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ou irréductibles dont nous avons à nous occuper ici sont : 
1° les fonctions qui résultent d’une seule opération algé- 
brique exécutée sur la variable x, savoir a + x, ax, x"; 
2° la fonction exponentielle a* et la fonction logarith- 
mique log x; 3° les fonctions circulaires. Nous n'avons 
rien à ajouter à ce que nous avons dit précédemment à 
l'égard des fonctions algébriques, et nous allons consi- 
dérer les diverses fonctions transcendantes élémentaires 
dont nous venons de parler. 


Différentiation des logarithmes et des exponentielles. 


36. Lorsque deux variables dépendent l’une de l’autre, et 
qu’on exprime successivement chacune d'elles en fonction 
de l’autre, on obtient deux fonctions qui sont dites in- 
verses l’une de l’autre. Telles sont les deux fonctions que 
nous allons considérer. En général, quand on sait trouver 
la dérivée ou la différentielle d'une fonction, on peut en 
conclure la dérivée ou la différentielle de la fonction in- 
verse, En effet, supposons que deux variables, x et y, 
soient liées entre elles par une équation susceptible d’être 
mise sous les deux formes 


y=f(z) z=F(r}) 
on aura (n°21) 
dy =f'(x)dx, dx =F' (y)dy, 
d’où l’on conclut 
f'(z)E(r)= 7. 
37. DÉTERMINATION DE LA LIMITE DE (: -= >y QUAND 


m TEND VERS L'INFINI. — La connaissance de cette limite 
est indispensable pour l’objet que nous nous proposons; 
nous devons commencer par la déterminer. 





7 
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Nous supposerons d’abord que le nombre m tende vers 

l'infini positif en ne prenant que des valeurs entières. 

Alors on a, par la formule du binôme relative à un expo- 
sant entier et positif, 


1 \” m 1 >` m(m—:ı) 1 
ERSS E a 
m im a tea m 


m(m— 1)\(m— 2) 1 

7 1.2.3 m 
Soit n un entier quelconque inférieur à m, et désignons 
par R, la somme des termes qui suivent le (n+1)"*"* terme 
dans le second membre de la formule précédente, on 
pourra écrire 













I 
=ik = + + +... 
) 1 1.2.3 
L 
2 ñn-—1 
(a (3-1) 
m . 
bé 1.2.3...R + 
et la valeur de R, sera 
Sei n—1 
US 
Rn 
. È Brosh 
$ ( ) ( n ) ( n+ :) 
1— — 1— — t— — 
x m m base - 77 ia A 
i (2 =+ 1) (2 + ] 
Fa MAAA . 

Dans la sommg entre crochets qui forme le dernier fac- 
teur,de cette expression, le al re d 6s estn — n, 
et ces termes sont moindres gui apent res- 
pectivement les mêmes rangs dan: sion géomé- 


trique illimitée 
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La somme de cette progression est = donc le facteur entre 
crochets, dans l'expression de R,. peut être représenté 
par S, 0 désignant une quantité comprise entre o et 1. 


Ainsi l’on aura 








Le nombre n étant regardé comme invariable, faisons 
tendre m vers l'infini, et désignons par A, la limite de R,, 
par % la limite de 6, la formule (1) donnera 


+A,, 


(3) lim (+ Li ns hu mur eer 
m 1 1.2 1.2.3... 


et l’on a évidemment, par la formule (2), 


I 3 
(4) Pa es 


1. s. AN 


9 étant une quantité comprise entre o et 1. 

Le nombre n peut être choisi arbitrairement, et si l’on 
suppose qu’il croisse indéfiniment, la quantité À, tendra 
vers zéro. Il s'ensuit que le second membre de la for- 
mule (3) est égal à la somme de la série convergente 


+= tent 135 





Hs.) 


somme que nous représenterons, suivant l'usage, par la 
lettre e; ainsi l’on a 


L 1\r > 
lim (: + 5) CFA 
m 


en posant 


e=1+- -+ + 
1.2 ragt 


” 
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Si l’on arrête la série au terme qui en a #-ayant lui, 
l'erreur commise sera la quantité R,, qui est ce qu’on 
nomme le reste de la série; on voit que ce reste est infé- 
rieur à la n®” partie du (n + 1)*"" terme auquel on 
s'arrête. Cette remarque permet de calculer le nombre e 
avec une approximation aussi grande que l’on veut; on 
trouve 


e—2,71828 18284 59045.... 


38. Supposons maintenant que m tende vers l'infini 
positif en passant par tous les états de grandeur, et dési- 
gnons par u le nombre entier immédiatement inférieur à 
la variable m. On aura 











Or, quand m tend vers l'infini, le nombre entier u tend 
aussi vers l'infini ; on a donc 


| : 1\# ‘ I +i 
lim (1+5) = lim (+) =e, 


lim (1+ 1) = him (+ =) = 


nl: [AL ; 
donc la quanute | 1 + z) est comprise entre deux va- 








riables qui ont l’une et l’autre pour limite le nombre e; 
où a en conséquence 


lim (: de z) =e 
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Supposons enfin que m tende vers l'infini négatif. Si 
l’on fait m = — u, on aura 





Ce et) 


Quand m tend vers — œ , p — 1 tend vers +% , et l’on a 








donc on a encore dans ce cas 


1\" 
lim {1 ~} =e. 
m | 


39. DIFFÉRENTIELLE DE LA FONCTION logx. — La base 
des logarithmes est ici un nombre positif quelconque a. 
Si l’on donne à x l'accroissement Ax, la fonction logx 


prendra l'accroissement 


* Alogge = log (x + Ar) — logs = log (: + =), 


# 


g l At 
Alogz EIT z 


et l’on aura 


zx Az 
Posons 
x 
m= — OÙ Ar— Z; 
âx m 
il viendra 
Alogz m 
= — log {1 + — 
Az z 5 + 
ou 
Alogz I ” 
8 = -log (: + 5) 
àx g> m 
L 
n = LV "or 
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Or, quand Ar tend vers zéro, le nombre m tend vers 


l'infini r . 47 nie à 
infini et l'expression | 1 + = a pour limite le nom- 


bre e; on a donc 
dlogr loge 
dr — xr 
ou 


dx 
d'logz = loge —. 
x 


Si les logarithmes sont pris dans le système de Néper, 
la base est précisément égale au nombre e; on a donc 


loge—1 et dlogr — + 
Il faut remarquer que, d'après le principe du n° 21, 
l'expression précédente de dlogx subsiste lors même que 
x ae serait pas la variable indépendante, On voit aussi 
que la différentielle logarithmique d'une fonction sup- 
posée positive n’est autre chose que la différentielle du 
logarithme népérien de cette fonction. « 


A 

40. DIFFÉRENTIELLE DE LA FONCTION 4”, A ÉTANT UNE 
CONSTANTE POSITIVE. — Si l’on donne à x l’accroisse- 
ment Ax, il vient 





Aat a AE — at — a (ad — 1), 
d'où i 
2 Ar D + 
Aa st r. T> s à 
t år As 
ê 
Posons , 
LA : i 
aô? — 1i = =, ou aô? =i + —, 
© m m , 


on aura, en prenant les logarithmes des deux membres, 


log (: + +) 
1 m 
Ax loga = log (: + 5) ou Ar— ; 
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, par suite, 











Ra a loga pon loga k 

ae l sài . log (1 + = ä 
x m 10 -H — € — 
4 8 i m 8 m 


FRE. $ g 
Eee oi faisons tendre Ax vers zéro; le nombre m 


# E 


I m 
a infini, et (: + 5) tendra vers e; on aura 


dat _ ea, 





dr “ Toge e 


PE Fa des logarithmes qui figurent dans cette formule 
“as l'arbitraire; si lon choisit la base de Néper, ‘on aura 
loge ='i, et, par suite, 


da 
= aloga et da —a*logadr. 
dx 


Dans le cas de a = e, ces formules deviennent 


i T =e, de = «dr; 
ainsi la fonction e* jouit de la propriété d'être égale à sa 
dérivée. 

Il est à peine nécessaire d'ajouter que les résultats qui 
précèdent subsistent quand x cesse d’être variable indé- 
peudante. 


41. Nous avons procédé directement à la recherche des 
différentielles des fonctions logx et a”; mais, aiusi que 
nous l'avons déjà dit, la différentielle de l’une de ces 
fonctions étant connue, on en déduit immédiatement la 
différentielle de l’autre. Posons en eflet 


y =a", 


on aura, en prenant les logarithmes des deux membres 
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dans le système dont la base est a, 


logy = z. 
Maintenant, si l’on admet que la différentielle de logy 


‘ dy 
soit loge-—, on aura 
2 À 





dy 
loge 3 = dr ° 
Y 
ou 
zl 
dat — =- 
loge 


et alors on peut choisir à volonté la base du système dans 
lequel sont pris les logarithmes. Si l'on adopte le nombre e 
pour base, on aura . 5 


da* — a loga dr, 
comme nous l'avons trouvé directement. 


42. APPLICATIONS. — 1° Soit 


tter ' ° 


la caractéristique log désignant un logarithme népérien. 
On peut écrire 





1 1 
= — log (1 — r) — — log (1 +) 
J z log (1 r) > og(r +r), 
d'où | 
de A hero r +) 
2 lær 2 1+r I—.r + or 2 
ou 
vela 
dy = —— 
wi 
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2° Soit 
7 = log(r + Vr Fa), 
a étant une constante, et la caractéristique log désignant 
un logarithme népérien. - 

















On a 
/ s piim + ——— dx 
1 dr + yt? + a) Var + a 
y= a i a 
£y Ha r +N Ha 
ou 
dx 
-dy — =r = + 
y. PHa 
3° Soit 
= 4", 


u et v étant des fonctions données de x. 


On a 

log y = v logu, 

d'où i 
dlogy = vd logu + logu dv, 
ou 
x l ju ` 
F n log udv, 
u 

ou enfin 


dy =ou" du + w logudv. 


On serait arrivé au mème résultat, en appliquant la règle 
de la différentiation des fonctions composées, combinée 
avec celle qui donne la différentielle de la fonction «*. 


en I n r 
Si l’on suppose u = x, v = —, la formule précédente 
E a 


donnera 


A [ . 
= -—2 ` 
d ( à) = 2" (1 — log:r) dr. 


On voit que la fonction x” croît tant que x est inférieure 
à e, car sa dérivée est alors positive, et qu’elle décroit 


. . 
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tant que x est supérieure à e. Par conséquent cette fonc- 
tion atteint son maximum pour x = e, 


4° Quels sont les systèmes de logarithmes dans les- 
quels il existe des nombres égaux à leurs logarithmes ? 


Il s’agit de savoir dans quel cas la fonction 
J =ar 


peut s'annuler, a étant un nombre compris entre o et 1. 


Ona 
dy 
— = a* loga — 1 
dx E d 
* 
la caractéristique log exprimant un logarithme népérien ; 
on voit que la fonction y sera décroissante tant que l’on 
aura 
1 
log — 
8 loga 


1 
E< — où r< 


loga loga i 


et elle sera constamment croissante dans le cas contraire. 
La fonction a donc un minimum qui répond à 





log loga 
loga g 


et ce minimum a pour valeur 


I i \ 
me (°— Sms) 

si cette/expression est négative, la fonction y s’annulera 
pour deux valeurs de x; si elle est nulle, la fonction y ne 
s’annulera qu’une seule fois. Enfin, si la mème expression 
est positive, la fonction y ne s’annulera pas. La condi- 
tion demandée est donc 


Ls ci 7 
log — “1, ou logań“-, ouenfin abe. 
loga ~“ =p 
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Différentiation des fonctions circulaires. 


43. DiFFÉRENTIELES DES FONCTIONS CIRCULAIRES Di- 
RECTES. — Ces fonctions sont 


sm, tangr, sécr, 
cosr,  cotr, coséc-r. 


1° Considérons d’abord les fonctions sin x et cosr. Si 
l'on donne à x l'accroissement Ax, on aura 

















è . n ES Re Ar 
A sin t = sin (x + Ar) — sin r=  25sin — cos | x + — |» 
2 2 
OT; Ar 
å cosx = cos {r + Ax) — cosxr = — 2 sin TE sinfx+—)) 
d'où 
Ar 
Asins 2 4 Ax 
— COS | t +- — }» 
Ar år ( 2 
2 
. dr 
sin — 
å cosr US àr 
= — sin (r+ — |). 
Ar Ar + 2 
2 
. àz 
sin — 
Le rapport tend vers l’unité quand Ax tend 


2 
vers zéro; On aura donc, en passant aux limites, 





dsinr d cosr ; 
= COST, —— = — SNT, 
dr dx 
ou 
dsinxr —cosxdr, dcosx = — sinrdr. 


2° Considérons en deuxième lieu les fonctions tangx 
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we 
1 


et cotx. On a 
A tanger = tang (x + Ar) — tangr 
= [1 + tang tang ($ + Az )] tangAr, 
A cot x —cot{x + åz) — cotz 
= — [1 + cotz cot(z + Ar)|tangAr, 
d'où 


Atangr tang âr 
SAMT o [1 + tangx tang (x + Ax)], 





Ar Ar 
A cotz tang 4: 
=— ft + cot rcot (z + Azx)]. 


br Ar 


e. o tang Ar PE E E . 
Passant aux limites, DEn se réduit à l’unité, et l'on a 
T 





d'tangz ER A 1 
—— =: ang?x = sér = —— 3 
dx £ cos?.r 
dcotr : , I 
——— = — (1 + cotz) = — cosc z = — -—— 
dx . sinr 
d'où 
dr dr 
dtangr—-——;, dcotz = — — > 
cos’ e sin?.e 


Les fonctions tangx et cotx ayant respectivement pour 
valeurs 


sin.r co 
tangt = — 3 cotr = a 
z in 


on aurait pu conclure leurs différentielles de celles des 
fonctions sinx et cosx en faisant usage de la règle rela- 
tive à la différentiation des quotients. Ainsi, par exemple, 
ona 

cosx d'sinx — sinx d cosa dr 


d'tangz = = —. 
cos r costr 





3° Considérons enfin les fonctions sécx et coséc r. 
On a 


séc.r = (cosx), cosécxz = (sinx)-'; 
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donc, en appliquant la règle de la différentiation des puis- 
sances, on a 

cos r 





d'cosécx — — (sinr) coszdr = — 
} 








- dx — — cotz cosécx dr, 
sin x 
1 ; sinr : 
d scr — (cosx)? sinrdr = ~— dr = tangs séctrdr. 
cos?x 
Ainsi, en résumé, on a 
d'sinx = cos r dr, d cos x = — sinr dr, 
I 
dtangr = dx, decot t = — — dx, 
cos? x sin? x 
, sinz A cosx 
d séc x = dr, dcosécr = — dr. 








cos?.e sin?xr 


Ces six formules subsistent lorsque x cesse d’être la 
variable indépendante, et l’on doit remarquer que les 
trois dernières peuvent être obtenues en appliquant les 


. . ` . T » . 
trois premières à la variable zT z désignant la demi- 


circonférence. On a effectivement 





d cos x — d sin (£ +) —— cos (Z —*) dr=— sins dr, 
2 ; (2 
d cot x= d tang (z —+) =— PE PE ; dr, 


T sin? 
cos? E —r 
2 





. z 
P sin iz _—T : 
, , T 2 cos.r 
d coséc.r == d séc Ç — r) = dr —— dr. 


44. Ap»pzicarions. — En combinant les règles précé- 
dentes avec celle de la différentiation des logarithmes, 
on a immédiatement les différentielles des fonctions 


logsinx, logcosr, logtangr. 
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Effectivement, les logarithmes étant pris dans le système 
népérien, on a 


dsinx  cosrdr 





dlog sin z = —— — —— = cott dr, 
sinz sinz 
d cosx sinz dr 
d log cos x = =— ——— —— tangz dr, 
coss cos 
dtang r dx 2dx 





d log tangs = = ——— =- + 
tangy tangz coss sin2x 


Si dans la dernière formule on remplace x et dx par ad 


2 








et = puis par Z+ Že S; on aura 
2 4 2 2 
d log tang = = cz : 
2 singz 
d log tang (+5) = ar. 
4 2 cosx 


45. DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS CIRCULAIRES IN- 
verses. — La variable indépendante étant toujours repré- 
sentée par x, les fonctions circulaires inverses sont 


arcsinx, arctangz, Re séc z, 


arc cosx, arccotz, arc coséc r. 


Mais comme à une ligne trigonométrique donnée x ré- 
pondent une infinité d'arcs, les expressions précédentes 
, ne sont pas complétement déterminées, et, pour qu'elles 
puissent être admises comme fonctions de x, il est né- 
cessaire d'ajouter quelque chose à leur définition. Or, 
quand un arc de cercle varie d'une mantère continue 
entre les limites — æ et +, chacune de ses lignes 
trigonométriques varie elle-même d’une manière con- 
tinue; par gonséquent, on aehèvera de déterminer les 
fonctions circulaires inverses, si on les assujettit à rester 
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continues, et qu'on fixe les valeurs de ces fonctions qui 
répondent à une valeur donnée de la variable. Par 
exemple, les fonctions arc sinx, arc tang seront entiè- 
rement définies, si l’on impose la condition qu’elles 
s’'annulent pour x = o et qu'elles varient d’une manière 
continue avec x. 

La différentiation des fonctions circulaires inverses 
sa ramène immédiatement (n° 36) à celle des fonctions 
directes. 








1° Soit 
y =arcsinr, d'où siny =, 
on aura 
dr dr 
cosy dy = dr, dy = = 
cosy rx 


le signe qu’il faut donner au radical étant celui de cos y. 
2° Soit 
y= arccosr, d'où cosy =7r, 
on aura 
— dr _ — de 


— siny dy = d: dy = —— =- 
PEETRE A Viza 


le signe du radical étant celui de sin y. 


3° Soit 
J —arctangr, d'où tangy =r, 
on aura 
dy e 
— = dr, dy = dr cos’ y = gen 
cos? y Ip 
4° Soit 
y= arccotr, d'où coty =r, 
on aura 
dy dr 
— "= dr dy = — dr sin? y = — ——— 
sin’ y TE DE RERI 1+ 2° 
5° Soit 


` , » 
y=arcsécr, d'où sécy =r, 
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on aura 


tangy sécy dy = dr, d _ M 

ECY dy — dr arga ae - 
ai 7 tang y sécy — t Ver 
le radical devant être pris avec le signe de tang y. 

6° Soit 

y —=arccosécr, d'où cosécr =r, 
on'aura 
— cut y coséc y dy = dx, 
dr dr 


dy = — — = ~e 
cot y cosécy -r Vaci Ai 





le radical ayant le signe de cot y. 
Ainsi l’on a, en résumé, 








$ dr — de 
darcsin s == —==—- + darc coss = —-:- 
Vi— 4 vi —# 
dr dx 
d arc tangr = —-— darc cotz = — -4 
1+ ri 1 + +° 
dx A dx 
d'arc séc s = —— - ao? d'arc cosèc s = — — y 


x Vtt zye — i 


les signes des radicaux étant déterminés comme nous 
l'avons indiqué. Il convient de remarquer que les diffé- 
rentielles des fonctions circulaires inverses sont algé- 
briques, comme la différentielle de la fonction log x. 

La somme des fonctions arc tang x, arccotx est évi- 
demment égale à une constante, aussi leurs différentielles 
sont-elles égales et dé signes contraires. Les deux fonc- 
tions arc sin x et arc cos x ou arc séc x etare coséc x ont 
une somme constante ou une différence constante; il 
s'ensuit que les différentielles de ces fonctions doivent 
être égales ou égales et de signes coufrairegaf d 
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Différentiation des fonctions implicites. 


46. Considérons d'abord le cas d'une fonction y liée 
à sa variable x par une équation 


Fitr; 3)=0, 


dont le premier membre est une fonction donnée dg x 
et de y. 

La variable y est une fonction de x, et par suite on 
peut regarder f (x, y) comme une fonction composée. 
Cette fonction est constamment nulle par hypothèse: 
donc sa différentielle 
if 


ij 
EE 


d à 
dr dy 9 


est elle-même égale à zéro. Ainsi l’on a 


df If 
de + dy dy = 0, 
d'où 
df af 
dy _ IF dx et FA = — T 
dy dy 


On voit que Za dérivée d'une fonction y, liée à la va- 
riable x par l'équation f (x, y) = o, s'obtient en divi- 
sant la dérivée relative à x du premier membre de 
l'équation par la dérivée relative à y du méme premier 
membre, et en changeant le signe du quotient. 


47. ExEMPLES. — 1° Soit 


Sr, 7) = ay + bat — D — 0. 
Onaici ` 
Yope M cag 
gmbr, y D 
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ct, par suite, 
kd 


> 
Dans le cas dont il s’agit, l'équation proposée peut être 
résolue par rapport à y, et l’on trouve 


D 


y=- ya —#, 
a ; 


le radical devant ĉtre pris successivement avec le signe + 
et avec le signe —. En substituant cette valeur de 3 
dans la formule précédente, celle-ci devient 





on òbtient immédiatement ce résultat en différentiant la 
précédente valeur de y. 
2° Soit en second lieu l'équation 


flr, y)=(# +P} e(t) o, 


qui représente la courbe nommée lemniscate de Ber- 
noulli, quand on regarde x et y comme des coordonnées 
rectangulaires. On a ici 


g : A | | 
A = ġa (2 + y) — kar, ` T = hy (PH) hP, 
et, par conséquent, 1. 
x 
dy ___ x(æ+pt— a’) 
dr y (æ +y + a) 


48. Considérons le cas où l’on a deux équations 
Slzy, z) =0, F(z,7, z) = 0, 


entre la variable indépendante x et deux fonctions y, z 
de cette variable. Puisque y et z sont des fonctions de x, 


-4 
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f(x, y, 2) et F (x, y, z) sont des fonctions composées ; 
d’ailleurs les différentielles de ces fonctions sont nulles 
puisque les fonctions elles-mèmes le sont; on a donc 


df af df 
T HE irti dz = 0, 
dF ú. aE dE 

+ “ré ri EN” teb 


d'où l'on tire les valeurs de dy et de «lz, savoir : 


df dF df dF 
dx dz dz dx 

DTA fah 
di dy dy dz 
df dE df dF 


HAE Jar 
dz dy dy ds 
49. ExemrLe. — Soient les équations 
Hp +z=n, art Ey typ, 
où r, z, 8, 7, p désignent des constantes données; on aura 
xde + ydy + zdz = 0, adr +6dy + dz = 0, 
d'où è 
dr na dy = dz 
yy —63 as— yr 6r—ay" 


formule qui fait connaitre les différentielles dy et dz des 







FN 
Rn caU, ..) = 0; 
s 
Ms...) —0, 
se...) —0, 
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entre une variable indépendante x et n fonctions y, z, 
u,... de cette variable. Les fonctions f, F, &,... étant, 
comme dans les cas précédents, des fonctions composées 
dont les valeurs sont identiquement nulles, les différen- 
telles de ces fonctions sont nulles aussi, et l’on a 





j d 

Z de + f dy +Z a+ Ÿ du +... 0 

dF dF dF dF 

— dr + — — d — = 0; 

T da + dy He + du + o 
l 

+ dard AA RA ? du + = 0, 
dy 


Ces n équations déterminent les différentielles des z 
fonctions y, z, u,.... On les obtient en différentiant 
les équations proposées, c'est-à-dire en égalant à zéro les 
différentielles des premiers membres de celles-ci. 


De l'élimination des constantes arbitraires. 


51. Considérons une équation 
(1) fiz, y, C)=0 


entre les variables x, y etla constante arbitraire C. La 
différentiation de cette équation donne, comme on l’a vu, 


df df dy 


(a) dr © dd © 


et si l'on élimine la constante C entre les équations (1) 
et (2), il en résultera une équation 


; dy 

(3) F (2, y, Z) =o 

entre la variable indépendante x, la fonction y et sa 
5e dy 

dérivée zo 


1. 


Cr 
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Cette équation. (3), qui résulte par la différentiation 
d’une équation où figure une constante arbitraire, est 
dite une équation différentielle. Relativement à cette 
équation différentielle, l'équation (1) est quelquefois dési- 
gnée sous le nom d'équation primitive. 

Si l’on suppose que x et y désignent des coordonnées 
rectilignes et que la constante C prenne une infinité de 
valeurs, l'équation (1) représentera une famille de 
courbes; l'équation (3) exprime une propriété de la tan- 
gente, commune à toutes les courbes de cette famille, 


52. ExemPres. — 1° Soit l'équation 


P = 2pr + C, 


qui donne par la différentiation 


dy 
Fe a 
Ici la constanté C a disparu d'elle-même et l'équation 
précédente est l'équation différentielle qui résulte de la 
proposée. Elle exprime (n° 29) que la sous-normale est 
constante dans toutes les courbes que représente l'équation 


p= 2pr + C: 


2° Soit, en second lieu, l'équation 


dans laquelle b est une constante donnée et p un para- 
mètre variable; cette équation représente un système de 
coniques Aomofocales, lorsque x et y désignent des coor- 
données rectangulaires. La différentiation donne 


xd. d 
+ II = 
pe, pae 
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d’où 


L'élimination de p° donne 


dy, dr be, + 
T——7Y — = 
zde” a dy Ty È 


ce qui est l'équation différentielle demandée. 
` Menons la tangente MB et la normale MC à l’une des 


courbes de la famille considérée, et soient B, C les points 
où ces droites rencontrent l’axe Oy. Les équations de 
MB et de MC sont 


dy | 
Z (X— x), 


Y— = 
dx 
Y SIR (X— z); 
par conséquent, on a 


dx 
+ Jr 


dy P 
OB= z7» OC= x dy 


d’où 
OB X OC = b. 

Il s'ensuit que si l’on circonscrit au triangle BMC, un 

cercle qui coupe en F et F’ laxe des abscisses, on aura 
OF — OF — 6, 


ce qui exprime que F et F’ sont les foyers de notre 
5. 
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courbe. Telle est la propriété exprimée par l'équation 
différentielle que nous avons ohtenue. 


53. Considérons généralement un système de z équa- 
tions 
firsr,tu,..., a,b,c,...)—=0, 
Sir: Yy y Byes a,b,c,...) 


AmE Jiz s.s a,;b,c,...)—o, 





* ariable indépendante x, n fonctiogs y, z, 


u,.., dexgette, variable et n arbitraires a, b, c,... 
La différentiation des équations (1) donnera, comme on 
l'a vu, les n équations suivantes : 


af df dy dfdz df du 


gd ada id ": 

d df, dy ‘df. d: df, d 

dH Sdr df, dz Hfi d o a eso 
(2) dx dy dx dz dr du dr 

dfo Sam d dfa dz 

Marta E =0. 





dx dy dr dz dr 


Cela étant, si l’on élimine les n arbitraires a, b, ¢,... 
entre les 27 équations qui composent les systèmes (r1) 
et (2), on obtiendra x équations 


dy dz du 

F (ere, TE I? zr) = 0, 
dy dz du 

(3) ACETI Te ae de’! ) =o, 
dy dz du 

Pers. P p E) =% 


qui constituent ce que l'on nomme un système d'équa- 
tions différentielles simultanées. 


- —.— 


à 
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CHAPITRE III. 


DIFFÉRENTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS DES FONCTIONS 
D'UNE SEULE VARIABLE. 


8 ——— 


Des dérivées des divers ordres. 


54. Soient f(x) une fonction de la variable x et 
J'{x) sa dérivée. Nous désignerons par f(x) la dérivée 
de f’ (x), par f” (x) la dérivée de f”(x), et ainsi de 
suite; nous formerons de cette manière ue suite de 
fonctions 


S'i) F'z }» Fa) FO (2). 


dont le nombre sera illimité, à moins que ri ne soit 
une fonction rationnelle et entière. 

La fonction f” (x), qui occupe le n°" rang dans la 
suite précédente, est dite la dérivée du n°" ordre de f (x), 
ou, plus simplement, la n° dérivée de à (x). 


Des différerftielles des divers ordres. 


55. La différentielle d’une fonction 


(1) x =f(=) 
a été définie (n° 18) par la formule 
(2) dy =hf' (xz) ou dy —/f'{x)dr, 


dans laquelle 2 ou dx désigne un accroissement arbitraire 
attribué à la variable indépendante. Jusqu'à présent nous 
n'avons fait aucune hypothèse sur cet accroissement; mais 
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ici nous le supposerons constant, c'est-à -dire indépendant 
de la variable x. 

La quantité dx étant ainsi constante, si l'on différentie 
l'équation (2), on aura T 

ddy = dz df’ (x) = dx [ f" (x) de] =f” (x) dx; 

d dy est dite la différentielle deuxième de y, ou la diffé- 
rentielle du deuxième ordre dæcette fonction : on la re- 
présente par la notation d*y, et l’on a en conséquence 


d'y =f" (x) dz. 
De même, la différentielle de d*y aura pour valeur 
ddy = dè df" (x)= de [f" (x)dr] =f" (x) dr: 
on la représente par d*y, et l’on a 
d'y =f" (x) dz’. 
En continuant ainsi, on obtiendra une suite 
dy, d'y, dy,..., d'y,..., 


dans laquelle chaque terme est la différentielle du terme 
précédent. La quantité d'y, qui occupe le n° rang dans 
la suite, est dite la différentielle d'ordre nde la fonction y, 
et sa valeur est donnée par la formule 





(3) d'y =f ™ (x) der. 
On peut écrire aussi 

f Oia any 
(4) S (zx) ee da” ? 


ce qui exprime que la dérivée d'ordre n d'une fonc- 
tion est égale à la différentielle d'ordre n de cette 
fonction divisée par la n°*"° puissance de la différentielle 
de la variable indépendante. 


Cette notation est celle que l’on emploie le plus souvent 


x ‘+ 
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7 


pour représenter les dérivées, et la formule (3) s'écrit 
alors comme il suit : : 
d'y 


= dit, 
dx" k 


d'y = 

Il est évident qu'on obtiendra les différentielles dés 

divers ordres des fonctions par le ,mbyën des règles que 
nous avons établies dans le chapitré Précédent» & 


D6. DirFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES DE QUELQUES 
FONCTIONS SIMPLES. — 1° Soit Ce 





J=", 
on aura 5 
d'y 
S = m, 5 = (m — 1) n 
iE AAN | m— n d i)a 
da = m(m— 1)...( —n +i) . 
2° Soit 


y =logz, 


la caractéristique log désignant un logarithme népérien. 
On aura 


UE se do a 2° 
de 6 du dei, JA i 
d” 
S =(— P1.23... (r — 1) 17. ù 
3% Soit 
TJ =, 
a étant une constante. On aura 
dy dy d'y 
D = a" loga, Ta~ a loga,..., TR = a“ log'a, 


les logarithmes étant népériens. Dans le cas de a =e, on a 
d'y z 
da" 


. 
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4° Soit . 
y —sin(r +a), 
z étant uneæonstante., On a 
. 
dy 


— = cos(x + a) = sin (z+a+5), 
dx 2 


en ei if dérivée de sin (x + x) s'obtient en ajon- 

Er ie + n 
tant le quadrant z à la constante æ. On conclut de là que 
l'on a, quel que soit-z, 


d'y 





. z 
= sin (r+atnt). 
dax" Ÿ Ë 2, 


s ; a 
Si l’on suppose successivement æ == 0 et x —-; on aura 


d" sinr din £ Aaa d” cosx PT r 
— n — — = COS | L n= j. 
dr" ( 2)? da” 2 


Des différences des divers ordres. 


87. Soit y = f (x) une fonction de la variable x; l'ac- 
croissement 
Sy =f (+ 3r) — f(x) 


est dit la différence du premier ordre ou la différence 
première de la fonction y, relativement à l'accroissement 
constant À x attribué à x. . 

Cette différence A y est elle-même une fonction de x, 
et sa différence A Ay prend le nom de différence du 
deuxième ordre ou de différence deuxième de y; on la 
représente par le syubole A'y; pareillement la diffé- 
rence A A?y est dite la différence du troisième ordre ou 
la différence troisième de y, et ainsi de suite. En sorte 
que si l'on considère la suite 


SJ AlN Aror Joe 
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dans laquelle chaque terme est la différence du terme 
précédent, relative à l'accroissement Az de la variable x, 
le terme A" y, qui occupe le n®”° rang, dansla suite, sera 
la différence d'ordre n ou la n*"* différence de la fonc- 
tion y. 


58. Si l'on divise respectivement les différences succes- 
sives d’une fonction y par les puissances successives de 
l'accroissement de la variable, on obtient des rapports dont 
les limites sont précisément les dérivées successives de la 
fonction. Avant de démontrer ce théorème, nous établi- 
rons un lemme dont nous aurons à faire usage. 


; AD — Soit f(x, a) une fonction de x qui contient 
un paramètre à et qui reste continue, ainsi que sa dérivée 
df(zx, x) 
-e 
entre deux limites x, X. Si, pour une valeur particu- 
lière ao de a, la fonction f(x, «) est nulle quelle que 
soit x, la dérivée f'(x, a) sera également nulle quelle 


= f' (x,a), pour les valeurs de x comprises 


que soit x pour z = 2y. 
En effet, si les valeurs x et x + h sont comprises entre 
ro et X, on aura (n? 14) 
fl +h, a) — flt, 2) = hf' (2 + 0h, a). 
Par hypothèse, le premier membre de cette équation se 


réduit à zéro pour z = %,; donc il en estde mème du se- 
cond membre, et l'on a, quelles que soient x et 4, 


S'(z+ 6h, &)—=0, 
ce qui, en faisant À = o, se réduit à 
S (r, 2) =0. 


59. Considérons maintenant une fonction y de x, qui 
reste continue ainsi que cellès de ses dérivées que nous 
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aurons à considérer pour les valeurs de x comprises entre 


deux limites x, X. On a, par la définition des dérivées, 
i i 

Ay__ dy 

(1) is dr " 


e désignant une quantité qui s'évanouit avec Az. Cette 
formule exprime qu’au lieu de faire sur une fonction y 


PA Ay . ; š r dy 
l'opération .—, il est permis de faire l'opération —— 
I Az’ P P dr 
pourvu qu’on ajoute au résultat une certaine quantité 
qui s'évanouit avec Ax. Appliquons cette même propo- 


Eaa à å 
sition à la fonction z, on aura 
, z 








. 
127 aÊ? 
Ax Ax , dy di Dee. 
Az dx ne dx? dx ta 


e’ désignant une quantité qui s'évanouit avec Ax. Or 


de , 
— s’annulera 
dx 


aussi avec Ax, d’après le lemme du numéro précédent ; 


e s'armule avec Ax, quel que soit x; donc 


+ åy 2 : 
d’ailleurs A = est égal au quotient de A Ay ou A'y 
Az . 
par Ax, et, en conséquence, on pourra écrire 


y dy 
(2) e r r té 


£, étant une quantité qui s'évanouit avec Ax. 


e i e7 Aty a 
Appliquons encore à la fonction A la proposition ex- 


primée par la formule (1), on aura 


. A a'y Ay 
Ar’ Ar? P dy a dz, j 
—— = — +i = — — +s 
| Ar dx ! dx dx e2 


€, désignant une quantité qui's ’évanouit avec Ax. Comme 


me — pe Fo. a 
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: 5 « CA de 
£, s’annule aussi avec A, il en sera de mème de TE et 
ar 


on aura 


£, étant infiniment petit avec Ax. 

On peut poursuivre indéfiniment le même raisonne- 
ment, et si les n premières dérivées de y restent conti- 
nues, on aura généralement g i 


Az" dz" 





ay A +: i 
L 


- 


e étant infiniment petit avec Ax, ou, si l'on veut, 


. Aty ‘d'y 
lim Iam Ia’ 





ce qui exprime que la dérivée d'ordre n d'une fonction 
de x est la limite du rapport de la-différence n°" de 
cette fonction à la puissance n°"° de l'accroissement de 
la variable. Le : 

On peut écrire aussi 
d'y 
dx" 





y = Az" + Ar"; 


comme Ax= dx, la première partie de cette expression 
n’est autre chose que d*y; on a donc 


dy = d'y"+ edr" 
et 
Ca 


d'y SE d'y 





d š 
z reste finie, on aura 





il s'ensuit que si 
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Représentation des diverses dérivées auxquelles con- 
duit la considération d’une fonction de plusieurs 
< 
variables. 


60. Taéonime. — Si f (u, v) désigne une fonction des 
deux variables u et v, dont les EEA relatives à u et 
g k dfiu,v)\ df(u, v denis 

à v soient respectivement on), AEA. , la dérivée 


du dv 
dflu, v) 
du 


de la fonction par rapport à v sera égale à la 


p-o + l LL | ` L . 
dérivée de en par rapport à u, c'est-à-dire que 
(4 
l'on aura 
df lu. o) dflu,v) 
AS AS ! 
[ du | "> | dv 
dv E du X 
pourvu que 


. df (u, v) dfiu,v) 
fuv), et ee 


restent fonctighs continues de u et de v. 


Nous emploierons les caractéristiques À,, À, pour dé- 
signer les accroïssements que prend une fonction de w 
et de v, quand ces variables augmentent de Au et de Av 
respectivement. Ainsi l'on aura 


i aflu, vj =f u + Su, v)— f(u, v), 
(1) l A, f(t, ») = td arges lu, v). 
Si l’on donne à v l'éceroissement Av, dans la fonc- 
tion À, f (u, v), cette fonction préhdra l'accroissement 
À, 4, f(u, v}; pareillement le fonction A, f (ù, v) pren- 
dra l'accroissement A, Æ f (u, v], silon donne à u l'ac- 
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a 


9 


croissement Au, et l’on aura, par les formules (1), 


å Auf (u, 0) = A, f {u + Au, ¢)— df (u, v), 
Aud f (U, 0) = Auf (u, 04 Av) — baf (u, v). 

Les formules (1) donnent les valeurs de À, f(u, v), 
À, f(u, v), et, en remplaçant v par v + Av dans la pre- 
mière, u par u + Au dans la seconde, on en conclura les 
valeurs de À, f(u, v+ Av) et de À, f (u+ Au, v). La 
substitution de ces valeurs dans les formules (2) donne 


| Ardu f(u, 0) = Au Af (t, v) 
=f (u+ u, o4) — f (u48 u, p)— f (u, v40) f (u,v): 


(2) 


(3)} 


Cela posé, faisons, pour abréger l'écriture, 





df{u, o df (u, v) A 

PO el o(u, v), nu 7t eh 
puis 

de(u,v) | dhu,v) 

5 7t (Mr) da = y (u, e), 


et reportons-nous aux équations (1). Considérons 
A, f (u, v) ou f(u + Au, v)— f (u, v) comme une fonc- 
tion de la seule variable v, et donnons à v l'accroisse- 
ment Av, il en résultera pour notre fonction l’accroisse- 
ment À, À, f (u, v), dont l'expression sera (n° 14) 


A, Auf (u, v) = Av[ÿ(u + Au, o + 646) — %{u, v + 0Av)], 


0 désignant une quantité comprise entre o et 1. Mais le 


facteur . 
Ÿ(u+ Au, v+04e) — bu, v+ 06Av) 


est l'accroissement que prend Ņ (u, + 8Av) quand on 
remplace u par u + Au, sans changer ni v, ni 6; donc, 
par le théorème du n° 14, l'accroissement dont il s’agit 
peut être représenté par * R 


Au.p (u +àâu, v + 64v), 


` 
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À étant une quantité comprise entre o et 1. On a donc 


(4) A, 4,/(u, v) = Au. av. y (u +AAu, v + 64v). 


De même, en partant de la deuxième équation (1) et en 
donnant à u l'accroissement Au, on aura, d’après le 
théorème du n° 14, 


Auð f (u, 0)= su [o (u +} Au, v+Av)—g(u+\Au,e)], 


X étant une quantité comprise entre o et 1, puis, comme 
la différence entre crochets est égale d'après le même 


théorème à 
Avg (u +X Au, e+ 0 Ae), 


9' étant une nouvelle quantité comprise entre o et 1, on 
aura à 


(5) AA, lu, 0) = Au Avg (u+ Au, o + Q'Av), 


\ 
Les premiers membres des formules (4) et (5) sont 
égaux entre eux d'après la formule (3}; donc on a 


g (u + VAu, v +640) — p (u + Au, v + Av). 


Enfin, comme cette égalité a lieu, quelque petits que 
soient les accroissements Au et âr, si on les fait tendre 
vers zéro, on aura, à la limite, | 


PER g (8, e) —=Y(u,v), 
c'est-à-dire 


uf lu, o) dflu, v) 
al du Jal dv | 


dv on du 


, 


conformément à l'énoncé du théorème. 
La démonstration que nous venons de présenter est 
due à M. Ossian Bonnet. Elle suppose la continuité de la 
df{u,v) df(u, o). 


fonction f (u, v) et des dérivées ma DT 


} 
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61.xL’importait théorème que nous venons d'établir 
nous fournit une notation très-commode pourreprésen- 
ter les diverses dérivées de chaque ordre, auxquelles con- 
duit la considération d’une fonction le plusieurs va- 
riables. 

Soit 
(1) J y =f (u, v, wy...) « 
une fonction de m variables u, v, w,.... Les m dérivées 
du premier ordre, relatives à u, v, w,... respectivement, 
se représentent par 

d dy d 

(2) H = a as 
comme nous l'avons déjà dit.. Les dérivées du deuxième 
ordre sônt celles que l’on obtient en prenant les déri- 
vées des dérivées du premier ordre (2) par rapport aux 
diverses variables. Mais comme, d'après: le précédent 
théorème, il est permis d’intervertir l’ordre des deux 
opérations qui sont ainsi exécutées succéssivement, il 


. m(m+i Pr 
n’y aura, dans le deuxième ordre, que 2229 dérivées 


» distinctes, c’est-à-dire un nombre égal au nombre des 
combinaisons complètes de m lettres deux à deux. Ces 
dérivées dudeuxième ordre se représentent par les sym- 


boles . 
d'y dy d'y 








(3) du” dudo dudw'  "? 
en sorte que ' 
dy at 4% 
dy _ du dy _ d'y du de 
duw du? du dd — dodu ~ do — du? 


On obtiendra les dérivées du troisième ordre de la fonc- 
tion y en prenant les dérivées des dérivées du deuxième 
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ordre (3) par rapport aux diverses variables, et ainsi de 
suite. 

On voit généralement que dans l'ordre n il y aura un 
nombre de dérivées égal au nombre des combinaisons 
complètés de m lettres n à n, c'est-à-dire égal à 


è O L2 Jan 


car les m opérations nécessaires pour former l’une de ces 
dérivées peuvent être exécutées dans un ordre quelcon- 
que, d'après le théorème du n° 60. L'expression générale 
des dérivées de l’ordre n sera 


d'y 
du“ dd’... ý 


a, 6, y,..-. étant des nombres entiers positifs ou nuls 
dont la somme est égale à z. L'exposant, dont la différen- 
tielle de l’une des variables est affectée dans le dénomi- 
nateur de ce symbole, indique le nombre des opérations 
qui se rapportent à cette variable. 


Calcul des différentielles des divers ordres d'une fonction 
composée de plusieurs fonctions. 


62. Soit "3 
J =f (u, v,i,.. +) 


une fonction composée de # fonctions u, v, w,... de la 
variable indépendante x. On a d'abord (n° 33) 


-dy dy dy 
I dy = + d = — dw +... 
(1) y AT dv PF dw det 


Chaque terme du second membre étant un produit de 


e 
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deux facteurs, on aura, par une nouvelle différentiation, 


dy =a(T ) cu + a (D) de +4 (DE) dv +. 


d dy ly 
+ Y diu + D do + TL Dow +. 6 
du dv dw 


$ s dy dy dy 
Or, en appliquant aux fonctions k p u la pro- 


position exprimée par la formule (1), on a 


dy i? 1? 
a(%)= CE a I ARE AUS RS 








du du’ du dv du dw 

dy d'y dy dy 

— | —= mm —— di du: 3 
s (2 ) du dv xs de? dix dv div er g 

dy \ d'y d'y d'y 

— |) = —_ ef — diw sesi 
# (2) dudw + dv dv “bi div db 


l'expression de d? y devient alors 








dy dy 
y — du? + 2 du dv . 
| dy ( du? Fes du $ aaar T T5 
. i E 
(2) { + TL de + à L dodw +... 
dv? dv div 


‘dy l d 
+ dut Ldt Z diw... . 
du dv dw 


On obtiendra successivement de la même manière les dif- 
férentielles d'y, d'y,.... 


63. Cas où LES FONCTIONS COMPOSANTES SONT LINÉAIRES, 
— Si toutes les fonctions u,v,w,..., sont de la forme 
ax + b, a et b étant des constantes, on a 


duo, dv=, d'w—o,... 
I. 6 
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et la formule (2) se réduit à 
d?} i 
d'y = FL deta EZ dude å ia e 
: > dyo, 
7 dot 2 
+ Ta di + + 


Cette expression de d°y peut être représentée symboli- 
quement par la formule 


d d d 3 
d'y = (ru + Zat Zaw...) = (dy), 


en entendant qu'après avoir formé le carré de dy on y 


remplacera 
dy\?  f{dr\ [dr 
du]? \au] \œ f”? 


respectivement par 


Ce résultat peut être généralisé, et je dis que l'on aura, 
quel que soit n, 


dy dy dy a 
h 4 — de + 2 dw n 
a= du + de + ra EE = (dy), 


pourvu qu'après avoir formé la puissance n“”* de dy, on 
remplace dans chaque terme les facteurs de la forme 


(ay (Zy (Zy E 


par les dérivées correspondantes 
dtt y 
du” do? dw? 


En effet, notre formule symbolique donne la vraie valeur 
de dy quand n = 1; il suffit donc, pour l’établir, de mon- 
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trer que si elle a lieu pour une valeur de z; elle subsiste 
pour la valeur immédiatement supérieure. Admettons 
donc la légitimité de la formule pour l'indice n, et soit 


dy\e {[dy\6 {dr \7 a hÊ dai 

— e— — ... p YA 

C (2) (2) (Z) du dv? dwt... 

un terme de son développement., Le terme correspondant 
de la vraie valeur de d" y sera 

m detty y 


7% S dut... 
du dv” dw”... i 





« 


äintenant, pour avoir d"+! y, il faut diflérentier d*y, 
et le terme que nous venons d’écriré donnera 


CEE ETES ml 2+8. g . 
o ENSS + En p, .. )du* de. 
du +" d’... du* der"... ? 


puisque du, dv, dw,..., sont constantes. Or, par notre 
convention, ce résultat peut s'écrire symboliquement 
comme il suit : . tn ‘ 


d)“ dy\6 { dy\? a à: : 
"ge a lu lenr- an ... 5 s1 
c (2 (2 ) dw du” do”dw”... 
dy d l ` 
25 (Zau + a+ Z dw...) 
du dv dw 


d'où il suit que lexpression symbolique de d"+‘y sera 
(dy) x dy ou (dy}"*', ce qui démontre la proposition 
énoncée. « 


Cas d'ut produit de plusieurs fonctions. 


64. Il ne sera pas inutile d'indiquer ici la formule gé- 
nérale qui fait connaître l'expression des différentielles 
des divers ordres du produit de plusieurs fonctions. 

6. 
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Considérons d'abord le produit uy des deux fonctions 
u et v. On a d'abord 


t) - d (uv) = vdu + udo, 

puis 

d'{uv)= d( vdu) + d(udv)—= (vdu + dodu) + (dodu + ud?v), 
ou 


(2) d? (uv) =od’ u + 2 dvdu + u dv; 


une nouvelle différentiation donnera 


(3) due) = od’u + 3dvdu + 3d'vdu + u dv, 


Dans les formules (1), (2), (3), l'ordre des différentielles 
de u diminue d'une unité, et celui des différentielles de v 
augmente d'une unité quand on passe d’un terme au terme 
suivant; en outre les coefficients numériques sont respec- 
tivement les mêmes que dans les développements des pre- 
mière, deuxième et troisième puissances d’un binôme. 
On est donc fondé à présumer que l’on a généralement 


wy d'vd"u +... 


n n 
d'{uv) = vd'u + ~ dodu + — 
I I 


(à) ; 
ile 
+ ee Ye + dto dtu... + (d'ou. 


Cette formule ayant été vérifiée pour n —1, 2, 3, sa 
généralité sera établie si, admettant qu'elle a lieu pour 
l’ordre n, on démontre qu'elle subsiste pour l’ordre 7 +1. 
Différentions donc la formule (4) et écrivons sur une 
mème ligne les parties qui proviennent de la difiérentia- 
tion des deuxièmes facteurs dans les différents termes, et 
sur une seconde ligne les parties qui proviennent de la 
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différentiation des premiers facteurs. On aura 
d"+' (uv) 


n(n—1) 


= odtu + 2 do du + ~ dodu +... + d'e du 
1 1.2 


r 


. * 
n n 
+ ded'"u += -d'od >u +... + yodu + d'ou. 


Fn faisant la réduction des termes semblables, on, Mrs ` 
une formule qui se déduit évidemment de la formulé (4) 
par le changement de n en n + 1; donc celle-ci est géné} 
rale. LE 
La formule (4) peut être écrite symboliquement Aa 
maniére suivante : 7 
d" (w) = (du + dej"; 
effectivement, si l’on exécute le développement de Ja 
ni" puissance de la somme du +-dv, en ayant soin 
d'écrire en facteur dans le premier terme la puissance zéro 
de dv, et dans le dernier la puissance zéro de Ce ts 
qu’on remplace. pts 


bA CRE lag y 
(du), (dvÝ ; be Aad i 
respectivement par Na 
dtu, die Aa a 
quand ~ n'est pas nul, et par be 


u [4 


, 


quand # est nul, il est évident qu’on reproduira la for- 


mule (4). 


65. Considérons maintenant un produit de m fac- 
teurs, u, V. .., W, 53 je dis que l'on a encore symbo- 
liquement 


d"(uww. ws) = (du + dv +... + dw + ds)"; 


c'est-à-dire que pour avoir la différentielle d'ordre n du 


{ 
FA 


LE 


86 + 2 
produit uvw. . `s, il soffit de formerde óvelojppunai de 
la puissance n°” de la somme 


PRES RE ES 


en ayant soin d'introduire en facteur dans chaque terme 
la puissance zéro de celles des différentielles du, dv,..., 
dw, ds qui n’y figurent pas, et de remplacer ensuite les 
puissances 

dut, dř,..., dut, dst 


par les différentielles d'ordre 4, 
: dtu, d'v,..., dfw, dts, 


celles-ci devant d’ailleurs être réduites à 


U, 0,5 W, S 
quand # est zéro. 

Cette proposition est démontrée dans le cas de deux 
facteurs; donc, pour en établir la généralité, il suffit de 
prouver que si elle a lieu pour un produit de m—1 fac- 
teurs, elle subsiste encore dans le cas d’un produit de 
m facteurs. A cet effet, désignons par y le produit des 
m — 1 facteurs u, v,...,w. On aura symboliquement 


d" (uv. ..ws) =d" (ys) = (dy + ds}. 


Considérons un terme quelconque du développement de 
cette puissance, savoir : 


C: dy* dent: 


d’après ce qui a été dit plus haut, ce terme donnera dans 
d"{uv...ws) le terme correspondant 


Ci dt y d"s. 
Or, par hypothèse, on a symboliquement 


d'y = (du + de +... + dut, 





= ie gdi 
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du le terme précédent écrit symboliquement sera 


Ci (du + do +... + dw ¥ ds"-#, 


et en faisant la somme de tous les tërmes, on aura encore 
symboliquement, 


0 


1h 1 
aaf: 


d" (w. . .ws) = (du + de +, Faw ds)". 


hA 


EA O 
E 


Différentielles des divers Mires des fonctions implicites. 


th 
: 


66. Considérons d’abord le cas d'une fonction y de la 
variable x, définie par une équation dounée 


F(2Y) 0 


une fonction de x, f(x, y) est une fonction com- 

e ét puisque cette fônction*a-une valeur constante 

qui est zéro, ses différentielles de tous les ordres sont 
nulles. On a donc, en égalant à zéro ces diverses difé- 
rentielles, et en observant que dx est une constante, 
























dx dy ` 

AR. df AD 

(TE ar B 7 À pe dy” 4) + vus 
3# 

df 3 FL Ëf - 

(Z He a TT ) 


Pf f ; x TEE 
tas oe u 0, 


Ces formules font connaître successivement les diféren- 
tielles dy, d'y, d'y,..., et, par suite, les dérivées 
dr, d? d'y d? y 

AU. ENA 


Fe 


Et 4 x 
67. Considérons maintenant le cas le plus général où 


f 


f 7. A à df B _ 

(ET a + 2 Dé …)+ (Sa TER d’z = 
d'E dE Fi 4e 

3 = ES 2e 
(3) (Za ti Didy) (Fe +E d'z +. ta 

d'e gapa Er ? pyp Š 
(Thae +2 7 Pm ai LS . +(£ + eas) = 0, 

De, … D = a mAd Aa r A rs | 








E 
>» 
* 
ý » 
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l'on a m équations a ' . 

Faso; 
(1) AEAN i M EED à 

(788...) =0, 

' = eee. , 
entre ui ndante x et m fonctions y, z, 
u,... dec 

Jr FR tions de x, et par conséquent 

RHE, Qross composées dont les valeurs 


sont nulles; les les des divers ordres de ces 
fonctions sont donc nulles elles-mêmes. En différentiant 
une première fois les équations (1), on obtient les équa- 
tions 


d à PERAE ae — dz +... =0, 
dx dy, dz 
dF dF dF 

(2) Paai Pm “sut = 0j 
dy de e — 
a Cl "ul = 0, 


qui détermineront, comme on l'a vu (n° 50), les ditřé- 
rentielles du premier ordre 


~ 


dy; de, Diegossa 


La différentiation des équations (2) donnera ensuite le 
nouveau système 














+ 
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: qui détermine les différentielles du deuxième ordre 


s ? d'y, d?z, d'u,..., 
On obtiendra les diflérentielles du troisième ordre en 


différentiant les équations (3), et ainsi de suite. 


Sur l'élimination des arbitraires. 
68. Lorsque l'équation 
(1) | Ft Tra,b,0c,...)=0, 


qui lie une fonction y à sa variable indépendante x, ren- 
ferme n constantes ou paramètres arbitraires a, b, c,.…., 
on peut toujours éliminer ces arbitraires par le moyen 
de la différentiation. Effectivement, si l’on différentie 
n fois l'équation (1), on obtiendra z équations nouvelles 








dif df dj _ 
dr “dy de? 

G) La af dy ft dar, 
de dædy dx dy dr? dy dx ? 


et si l’on élimine ensuite les z paramètres a, b, c,..., 
entre les équations (1) et (2), on formera une équation 
résultante ' 


/ d Ly q” 
(3) Paa a Z) =o, 





w dx’ da” 


entre x, y etles n premières dérivées de y. Cette équa- 
tion (3) est dite une équation différentielle de l'ordre n. 

La question que nous traitons ici n’est qu'un cas par- 
ticulier de celle dont nous nous sommes occupé au n° 53 
et qui nous a conduit à la notion des systèmes d'équations 
différentielles simultanées. 
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En effet, posons | 





dy dy' P dyta-) p , 
(4) gI? de 7 ) Te =y", 


et joignons à l'équation (1) les n — 1 premières de celles 
qui composent le système (2), on formera ainsi un système 
de n équations entre la variable x, les z fonctions y, 
J’, Y". ++, "79 et les n arbitraires. En outre, il est 
évident que les n équations qu'on obtient en différen- 
tiant ce système peuvent être remplacées par les équa- 
tions (4) jointes à la dernière des équations (2), et que 
l'élimination des arbitraires entre les an équations dont 
nous venons de parler fournira un système de n équa- 
tions différentielles simultanées du premier ordre qui se 
composera des n —1 équations (4) et de l'équation (3) 
réduite au premier ordre, par l'introduction des nou- 
velles variables y’, y”,..., y("-1). Cette équation sera 
donc 


is dyt) 
P (e ya y yra yee BEP) mo 


ar 


Du changement de la variable indépendante. 


69. Lorsqu'on a à considérer plusieurs variables qui 
dépendent de l’une d’entre elles, on peut choisir à vo- 
lonté, celle qui sera regardée comme indépendante ou 
dont la différentielle sera constante. Mais il peut arriver 
qu'après avoir désigné cette variable indépendante, on 
reconnaisse qu’il est plus avantageux d'en choisir une 
autre; il faut alors modifier les formules. Telle est la 
question qui va nous occuper, et que nous énoncerons 
comme il suit : 


Soient x la variable qui a été choisie pour variable 
indépendante et y d'une des autres variables qu'il y a 
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kiou d considérer, on demande d'exprimer les dérivées 


dy d'y @y 
Ue de” de’ 
f. : 


prises dans l'hypothèse de dx constante, en fonction 
des différentielles de. x et de y, considérées èomme fonc- 
tions d'une même variable indépendante quelconque. 


Désignons par 
Yi Le » Je 


les dérivées de +y prises ans l'hypothèse où x est la 
variable indépendaŭte. On aura 


a) dy =f ! deyi z =y” dx, dy"=y"dr,.. 

et, d'après le pri M du n° 21, ces formules subsistent 
quelle que soit la variable indépendante. La première 
formule (1) donne 


(2) J= 

résultat connu et d’après lequel y’ est le quotient de dy 
par dx. Appliquant à cette formule (2) lx règle de la 
différentiation des quotients, il viendra, quelle que soit 
la variable indépendante, 


dxd y — dy d'x 


== 
De dx: 


mais, d’après la deuxième des formules (1), dy’ est égale 
à y"dx; donc on a 


„_ dxdy—dyd'x 
(3) IE. 


Appliquant de nouveau la règle de la différentiation des. 
quotients, il vient 


dx (dr d'y — dy dx) — 3d'r(dr d'y — dyd'x) 
Eh se mr rt RP À SUR nt iaa PA 


dy“ == 
EE dx" 
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et comme dy” = y"dx, d'après la troisième formule (1). 
on aura be 


om datdr dy — dy dr 3d'r(dtd’y — dy d'z) 
(4) >7—- Po CT £ 








En suivant la même marche, on obtiendra successivement 
Vs Jos. Il est évident que y“ s'exprimera par le 
moyen des différentielles 'de x et de y, jusqu'à celles de 
l’ordre n. 

Si dans les formules (2), (3), (4),..., on suppose dr 
constante, on retrouvera les formules 


dy 
Jr TY 


dx 


n CY 


= =) 
dx? 


dy 


ds 


Lad 


y =- 





Si l'on veut choisir y pour variable indépendante et 
que l'on fasse en conséquence dy = const., les for- 


mules (2), (3), (4),... deviendront 








dx dr 3 ( a 3) 
dy 


On verra dans la suite qu'il y a souvent avantage, au 
point de vue de la symétrie et de l'élégance des formules, 
à ne pas fixer la variable indépendante. 


Du changement de toutes les variables, 


70. La question que nous nous proposons de résoudre 
peut être énoncée comme il suit : 


Soient x, y,z.... des variables qui dépendent de 
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l'une d'entre elles; x celle de ces variables dont la 
différentielle est regardée comme constante, et V une 
Jonction donnée de x et de 

dy d'y dz dz 


pos 3; = —3 
dx da? 


On demande de trouver ce que deviendra l'expression 
de V quand on substitueraàx, y, z,... d’autres variables 
E,n,€,...,et que l'on choisira l’une de ces dernières, 
z par exemple, pour variable indépendante. 


Pour résoudre cette question, on commencera par 
transformer l'expression de V, au moyen des formules du 
numéro précédent, de manière que la variable indépen- 
dante ne soit plus désignée; alors V deviendra une fonc- 
tion de x,7,2,... et de leurs différentielles. 

Cela étant, comme les variables x, y, z,... sont don- 
nées en fonction des nouvelles variables £, v, €,..., on 
aura des équations telles que 


Ca = f{é,n, Ce.) J =F(E,n,6...), z= FACE &s-..)s e., 


et de ces équations on tirera, par la différentiation, les 
valeurs de 


dæ, dy, d3,..., dx, d'y, dz,..., ..., 


en ayant soin de supposer d% constante, conformément 
à l'énoncé. ll n’y aura plus qu’à substituer toutes ces 
valeurs dans V pour acheverela solution du problème. 


71. ArpLicarion. — Soient x et y les coordonnées 
rectangulaires d'une courbe donnée dont la première x 
est prise pour variable indépendante. On’ demande ce 
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que devient la fonction 


3 


dy? 5 
I+ Te 


dy É 
dx’ 


V= 


quand on substitue aux coordonnées rectangulaires x, y 
les coordonnées polaires p, w et que l’on prend w pour 

, P P 
variable indépendante. 


Au moyen des formules du n° 69, l'expression de V 
devient 


_ (dr + dy}? 
ra dx d'y — dy dx? 
et ici la variable indépendante n'est plus désignée. 
Cela posé, on a 
z= pceoso, y= psino, 
d'où, par la différentiation, 
dz = dp cosw — p sinw dw, 
dy = dp sino +p cosw dw. 


Différentiant de nouveau et prenant dw = const., on 
aura 

dx = d’ p coso — 2 dp sinwdw — p cosudw’, 

d'y = d'p inw + 2dpcosodo — p sinodo. 
On déduit de ces formules 

de? + dy = d + pdo’, 
dx d'y — dyd’z =— på pdo + 2d do + pdw; 

on a donc 


3 
ps (dp + pdo’)? 
gee pd'pdo + 2d dw + pdw 
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ou > 
s dp \° 
(7475) 
s , dp’ d'p 
pr do P dw? 


72. Dans les questions où il y a lieu d'exécuter un 
changement de variables, il peut arriver que les anciennes 
variables ne soient pas données immédiatement en fonc- 
tion des nouvelles, mais qu'elles soient liées à celles-ci 
par des équations différentielles données. Dans les cas 
dont nous parlons, il arrive quelquefois que les équations 
différentielles données suffisent avec celles qu’on en déduit, 
par la différentiation, pour éliminer les anciennes va- 
riables de l'expression qu'il s’agit de transformer. Nous 
allons en donner un exemple; à cet effet, nous repren- 


drons la fonction 
dy?\ * 
IF Jo 


dont nous nous sommes occupé au numéro précédent, et 
nous allons chercher ce que devient cette expression de V 
quand on substitue à x et y deux autres variables p et s 
liées aux premières par les équations 


(1) V = 





(2) x’ +y’ = p’ 
(3) dz’ + dy’ = ds’, 


et que l’on prend ds pour la différentielle constante. 

Nous commencerons par transformer V de manière 
que la variable indépendante né soit plus désignée, et 
nous obtiendrons, comme précédemment, 


(de + dan 
(4) dx d'y dyd'x 
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Cela posé, la différentiation des équations (2) et (3) 
donne 


(5) zdz + y dy = pdp, 
(6) dx dx + dy d'y —0; 
enfin on a, en différentiant l'équation (5), 
(zdz >+ ydy) + (di? + dy) = pd’ + de, 
ou, à cause de la formule (3), 
(7) <dx + yd'y = pdp + de — ds, 
Les formules (6) et (7) donnent 
(ydr — zdy) dr = — (pdp + dpt — ds) dy, 
(yde — zdy) d'y = + {(pdp+ dp — ds?) dz, 
d'où 
(pd'o + dè — ds?) ds? 


dr d'y dy d'x — 
ME Pb ydr — sdy ? 





on a d’ailleurs 





ydr — rdy = (x + y) (dx? + dy?) = (cdr + ydy È 


= p yds’ — dp’, 
donc 





me 2 
(8) de d'y — dy dx — (edp+dp—d#)ds. 


p yds — dg 
Au moyen des formules (3) et (8), la valeur de V devient 


eis Vds? — dp | 
pd?p + dpt — ds? 
ou 


Pal 
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napre IV. 


DES pirenen yla ne DIVERS ORDRES DES FONCTIONS 
DE PLÜSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 





Des différentielles partielles et de la différentielle totale 
d'une fonction de plusieurs variables indépendantes. 


73. Nous avons établi dans les chapitres précédents les 
principes généraux de la théorie des fonctions d’une seule 
variable indépendante. Nôus allons nous occuper actuel- 
lement des fonctions de plusieurs variables. 

Soit 

u—f(x,7,3,.*.,t) 


une fonction des m variables indépendantes x, y, z,.., t 
Les variables restant comprises entre les limites respec- 
tives x, et X, yo et Y, z, et Z,..., 1, et T, nous dirons. 
que la fonction u est continue entré ces limites lorsque, 
les valeurs de mu — 1 quelconques des variables.ayant été 
fixées, u sera fonction continue de la m°"* variable. 
Cela posé, désignons par 

, Az, ÀY, Az,..., At 
des accroissements arbitraires des variables indépendantes 
x, Y, 2... (3 les expressions 

du du du du 

— À =- À — dz,... — At 

da a gO ahr ET, 


serðnt (n° 18) les différentielles de u regardée successi- 
vement comme fonction de la seule variable x ou y, 


PEE | 7 
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Ëy * sou t. Et comme EiS Zyn t SON des vagables 
indépendantes, on a 


Az—dx, Ay—=dy,, Az=—dz,... , 8e, 


en sorte que les différentielles précédentes peuvent aussi 


à être représentées mr ” | k 
du du du -e dik. , 
Ted, go gan’, ge 3 a 


n elles sont dites les différentielles partielles dé la fonc- 
-. ‘tion u, par rapport aux variables x,y,24..,{ 1 
tivement. De même les dérivées 








de: ct `. du du “du | du i 
? ms N, de dy dh.” dt 
d: r Sont sitis les dérivées partielles de u, 
- # 


<- 74. On nomme différentielle totale g’ une 
plusieurs variables, la 
relativessaux diese 





: De cette déééiion anale les conséquences suis . | 
S vantes : # - | 


,, 19 S& pour les valeürs, des -variables indépendantes 
” D Ey Yy À ‘comprises respectivement entre certaines 


liges, u une Jonction u se réduit à une canstante sa 





nA satil de. ia yeon u est constamnignt nil le," 


v Ad ere so@éduit à une constante. á 






une constante, les dérivées 


ulles (n° 15) ; dôné la git- A 





< 








e . an + ł k 
E "g 
r 
E » j Tu :® ie 
+ . HE 
, . 
; CHAPITRE W. 7’ \ ‘Sa * 
-° En second lieu, si l’on a du = o, ou 
du du . du 
— dr + — dy +...+ — dt = Opa 3 
v de” dy y dt 3n ñ 
d nt des quantités arbitraires, on +, 
: ý 2 
du 
0,..., PA —=0 


LE 













e 
i- 


y 


a 


La p . ules montre que u est indé 
-dan o 13}, la deuxième que u esbindépeuda Le" 
- ey, la dernièrggue u est indép ndante dez. On 
| = 
EJ . 
t a, iférentielle de ces fo = 
+ et réciproquement, si les différ 
- et w sont égales, ces 
constante.. + £ 
Cette proposition. est co s 
supposant dans celle-ci u= 
f- =“ + 
Comparaison de D dass duhe fonction de 
à s _ plusieurs variables à la di Sie 
< , y fos 
35, Soit i L PA 
se = E T5: 5550) : ME 
CE n T ry ; 4 sa d 
une fonction de mm variables £, y, z,..., $, t. Désignôns 
par Au l'accroissement que prend u quasi on attribue 
aux variables les accroissements arbitraires respectifs CURE 
a : EER 
>. &x, ^y ag., ae. j 
# é ' F2 du. gt . * | 5. 
+ A n ‘4 * 
.* + LE 
0 54 z i à # + h 
a? à 3 
TELF 
a a á i | + | mp n 
L Li > ke ` 
£ % 
. S 4 ~ 
t ’ h 


+ 
$ 
iy 
s. 
f a 
AVS. 
à. 
UE e 
D 
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Si l’on donne d’abord à x l'accroissement Ax, la fonc- 
tion deviendra 


» du 
u+|— +s)arx, : 
. dx á 
€ étant une quantité qui s'évanouit avec Ar. Il faut main- 
tenant donner aux variables y, z,..., ¢ les accroissements 
Ay,4z,.., At; désignons par A'u l'accroissement que u 
å du 
prend alors, et par x celui de zı te La valeur de u 
Æ T 


deviendra, après que toutes les variables auront ainsi reçu 
leurs accroissements respectifs, : 


4 


; du 
u + A'u t |- +5)âx+naârx, 
dx 


et, par conséquent, on aura 


au sut (F +ajaz+ Ars 
= — nâr; 
dx L 


e s'évanouit avec Ar, » s’annule quand Ay, Az,.., At 
sont nuls, et si l’on pose 


En as 
on aura 


du ` A 
âu = |- + +) Ar+Au. 
dx 


Dans cette formule, x désigne une quantité qui s'évanouit 

quand Ax, Ay,..., At s'annulent, et A'u représente 

l'accroissement que prend u quand ÿ,2z,...,t croissens 

de Ay, Az,..., At respectivement, x demeurant constant: 
On aura de même 


du , 
A’ u= (F + 6) Ay + Au, 


du | 
A” u = (z +y) az + a" f 
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d'u, A" u,..., A-Y u éjant les accroissements que prend- 
u quand on laisse invariables x et y, puis x, ý et z,..., 
puis enfin x, y, 2%...,s, el 6,y,..., W Tekid quän- 
tités qui s'évanouissent avec les accrojssements des va- 
tiablesitidépendantes. 
Si Von sjoutefles équations précédentes, il viendra 


Sakin edu "du du ' 
uz | — + a jļâr -+ {| — +6)4ay +... + — +w)a4e 
dx / dy p= dt 


Au = du + (aae + 64y +...+wAt). 


On tire de là 
Au A om 


du RS RER Fa nedi ai 
E A A aah 


et par conséquent, si les dérivées partielles 


* 


du du du du 
dr” dy” d'à 


Au 
ne sont pas toutes nulles, le rapport F tendra vers 


l'unité quand on fera tendre les accroissements Ax, 

- Ay,..., At vers zéro, du moins tant que les rapports de 
ces accroissements à, l'un d'entre eux resteront arbi- ` 
traires. 


Théorème relatif à la différentiution d'une fonction 
composée de fonctions de plusieurs variables indé- 
pendantes. 


76. Tuéonime. — Si u désigne une fonction de plu- 
sieurs variables x, y, z,..., 1, qui soient elles-mêmes des 
fonctions de certaines variables indépendantes, on aura 


du du du du 
lu = -- de + — dy + — dz +... 4- — dt 
at” ae dy ES dz Ho dt ’ 
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comme si X,Y,2,...,t étaient les variables indépen- 
dantes. 


En effet, soient £,7,€,...,w les variables indépen- 
dantes; si l'on remplace £, y, Z,..., t par leurs valeurs 
fonctions de E, 7, ¢,..., w, on obtiendra l'expression de u 
en fonction de ces mêmes variables. Cela posé, on a, par 
définition, 
du du du 
— da + dé t... + — du, 
A dé du 


n= ait 
gä mes dn 7 


Or TE est la différentielle partielle de u regardée 


comme une fonction de la seule variable £ dont dépen- 
dent x, Y, 2,.... t} donc on a, par la règle de la difléren- 
tation des fonctions composées de fonctions d'une variable - 
indépendante, 


i in / dr du jd 
du = dn ar _ (Sd : 
dž dx \dE 


tn = — | —- n 


du I du (2 \ | du (2 
dn dr \ dn pu TEA S T alt 


E an (du -+ il ! }: 
di de dt 


f 


do dw 


En ajoutant toutes ces égalités, on formera l'expression 
suivante de du : 


le dr r 
du = du (2 dE + dé +... + Ai ia 
dr d 


de \ jE i de 
lilih l 

=(= dE Ldn + + S do) 
dy dł dr du 






yo ; 
> dite. e i 
RA S 
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Qui multiplient respectivement les dérivées 
vies à 
Le 
ni Mn COPA du du 
À dx dy &? 


z A 
dans cette formule, sont précisément les valeurs des diffé- 
rentielles dx, dy,..., dt; on a donc 


e ‘+ d « l 
SE du = Tdri Edr.. +de 
Cororrame. — Les règles de la di ifférentiation des 
- sommes, des produits, des quotients et des puissances de 
fonctions d'une seule variable sont applicables au cas 
des fonctions de plusieurs variables indépendantes. 


s 


Différentielles partielles et différentielles totales des 
ordres supérieurs des fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. 


‘77. Soit : . 
(1) u= f(t, Yy... t)" 


une fonction de m variables indépendantes x,y, z,...,1. 
On a vu (n° 61) qu'il ya lieu de considérer, pour chaque ’ 
mm + (MN —T 
ordre z, un nombre dedérivées égal à — tnt, = 
On peut intervertir (n° 60) les z opérations nécessaires 
pour former chacune des dérivées d'ordre n, et ces déri- 
` vées se représentent généralement, comme nous l'avons 
déjà dit, par l'expression 


d'u 


(2) TE 


dr” dy... dr" 


où x, 6,..., © désignent des entiers qui peuvent être nuls 
et dont la somme est égale à n. Les fonctions ainsi repré- 
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sentées par l'expression (2) $ont dites les dérivées par- 
tielles d'ordre n de la fonction u. + 

Les différentielles ‘des variables indépendantes étant 
arbitraires, on les suppose constantes. Alors, si l’on doit 
exécuter sur u æ diflérentiations relatives à x, 6 différen- 
tiations relatives à y,..., œ différentiations relatives à £, 
on pourra;faire ces opérations dans un ordre quel- 
conque, et on obtiendra un résultat qu'on représente par 





(3) — 


n désignant la somme æ + -+...+w. Les diverses 
fonctions contenues dans cette formule (3) sont dites les 
différentielles partielles d'ordre n de la fonction u. 


78. Soit du la diflérentielle totale de la fonction u. 
Nous désignerons par d'u la différentielle totale ddu 
de du, par d'u la différentielle totale de d°u, et ainsi de 
suite, en sorte que, dans la suite 


(4) du, d'u, d'u,..., d'u,..., 


chaque terme exprimera la différentielle totale du terme 
précédent. 
Les fonctions (4) sont dites les’ différentielles totales 
du premier, dw deuxième, etc., ordre de la fonction u. 
La différentielle totale du premier ordre a pour ex- 
pression 
(1 


du du du 
5 du = — — dy ... — dt 
(5) du re dx + d + = mn dt, 


et on en déduit que la différentielle totale d'ordre # peut 


ètre représentée-symboliquement par la formule 


z du du du B 
| d u = | — — dy+...+ — dt 
(6) # (z dr 4- dy aa dt ) i 


e “ 
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pourvu qu'après avoir exécuté le es +: düse- 
cond membre on remplace, dans chaque teri fac- 
teuys de da forme à 


du\« /du\ê du\ o 
a a) 15) 


par la dérivée partielle 


. | déteste, 








dr” df.. . dé 


Il suffit, en effet, pour justifier cette assertion, de répéter 

ici textuellement le raisonnement dont nous avons fait 

usage au n° 65,,en traitant de la différentiation des fonc- b 
tions composées de fonctions linéaires d'une seule va- 

riable. Les deux questions sont évidemment les mêmes, 
puisque les différentielles des variables sont constantes 

dans lun et l’autre cas, et qu'ainsi lès différentiations 
successives suivent la même loi, 


79. La formule (5) du numéro précédent subsiste 
(n° 76) quand x, y, z,..., t cessent de représenter les va- 
riables indépendantes; mais il n’en est pas de même de 
Täformule (6) quand n est > 1, à moins que x, y, z,...,t 
ne soient des fonctions linéaires des variables indépetf- 
dantes. Dans le cas général, dx, dy,.., dt ne sont plus con- 
stantes, et pour avoir d * u il faut différentier la formule (5), * 
en considérant chaque terme comme uñ produit de deux 
facteurs variables ; la règle de la différentiation des pro- 
duits étant épplicabe aux différentielles totales, on a 


l lu" \3 
du= (de + Ed +t ga) 


. dx dy $ Let dt 
du du $ du X 
— d? cn A pre #9 $ 
EA dx Teran at), 


à e 
en écrivant d'une unir symbolique la partie de cette 


D, 
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expression qui est indépendante des différentielles des 
ordres supérieurs au premier, On pourra calculer, en 
suivant la même marche, les différentielles totales 4°, 
d'u... 

Maïs dans`la plupart des cas il est préférable de cher- 
cher séparément les diverses dérivées partielles qui con- 
courent à former les différentielles totales dont on a 
besoin, ce qui ramène le problème aù cas des fonctions 
d'une seule variable. Effectivement, si £, n,..., © dési- ` 
gnent les variables indépendantes et qu’on veuille cal- 
culer 

d'u 


— — 9 


dE dn$ 
on différentiera l'équation 


a fix, ru.s.,t) 


d'u 


æ fois par rapport à £, ce qui donnera dr 





- On différen- 


tiera 6 fois le résultat obtenu par rapport à y, ce qui 
a+ 
t . . . 
donnera ———; et ainsi de suite. 
dr 


t 


Calcul des différentielles des divers ordres des fonctions 
implicites de plusieurs variables indépendantes. 


80. Le cas le plus général des fonctions implicites est 

n celui où l'on donne m équations entre n variables indé- 
pendantes et m fonctions de ces variables. Les seconds 
membres des équations dont il s’agit étant supposés nuls, 

les premiers membres sont des fonctions composées de 
fonctions des n variables indépendantes qui se réduisent 

à zéro; par conséquent, leurs différentielles totales des 

divers ordres sont nulles. On peut donc, par des diffé- 
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rentiations successives, déduire des équations proposées 
des’ systèmes nouveaux qui feront connaitre successive- 
ment les différentielles totales du premier ordre des 
m fonctions considérées, puis les différentielles totales de 
deuxième ordre, et ainsi de suite. 


84. Mais, au lieu de calculer directement les différen- 
tielles totales, on peut chercher séparément les diverses. 
dérigées partielles qui figurent dans leurs expressions; le” 
caleulide ces dérivées partielles s’exécutera par la règle 
quiwse rapporte aux fonctions implicites d’une seule 
variable indépendante. 

Considérons, par exemple, le cas d’une fonction z des 
variables #, y, liée à ces variables par une équation 
donnée 


(1) f(z, 7,3) —=0. 

Soient p et q les dérivées partielles du premier ordre 
dz dz 
de qp’ °P aura eme s 


dz = pdr + qdy; 


on aura aussi, en désignant par r,s, £ les dérivées par- 
d? :. d'z d’z 


| LE 
tielles du deuxième ordre —— Ho a 





d'2 = rdi’ + 2s dr dy + t dy’ 


et ainsi de suite. Il faut remarquer que les différentielles 
totales dp, dq ont respectivement pour valeurs 


dp = rdx + sdy, 
dq = sdx + tdy. 
Cela posé, pour avoir p et q, on différentiera l’équa- 


tion proposée en regardant d’abord x comme seule va= 
riable et ensuite y comme seule variable : on aura ainsi 


b 


» 
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(n° 46) 
df df df dF | 
(2) Fr Pga Fr inde 
d'où > s * 
. df df 
dr dy 
) = = — = 
3 P g 1 f 
z dz 


Maintenant, pour avoir r, s, f, il suffit de différentier 

les équations (2) ou, si l’on véut, les équations (3). En 

différentiant les équations (2), d’abord par rapport à x, 

puis par rapport à y, on oblient trois équations dis- 

tinctes, savoir : aze ' - 
df daf F Las 


dx? P Tx az F dz? "EPI =, 


df &f df d'f df 
dedy 1 dada Pat bis 
df Uf + 3 df af 


dy’ 29 yda Ta FE = 











+ 





qui détermineront les dérivées partielles r, s, t. Il faut 
remarquer que, la différentiation de la première équa- 
tion (2) par rapport à y donne le même résultat que la 
différentiation de la seconde équation par rapport à x. 
La différentiation des équations (4) donnera les déri- 
vées partielles du troisième ordre, et ainsi de suite. 


82. Exemrze. — Soit l'équation 
x? + y + z = T.. 


entre les variables indépendantes x, y et la fonction z 
de ces variables; si l'on fait, comme précédemment, 

dz = pdx + qdy, 

dp= rdr + sdy, 

dq = sdx + tdy, 


te A a, 2 i rl 
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on trouvera successivement 


s T+ pi o, y+qz:=0, 
puis ' 
1+ p'’+rz =o, py +si—0, 1+q + ti: =0; 


d'où l’on tire 








x y 
P=— Er 15-7 
x + 2 zy : 14 21 
r= — — 4 s—— 7, 27 Ra 
2 z z 


De l'élimination des fonctions arbitraires. 


83. On a vu, dans la théorie des fonctions d’une 
seule variable, comment on peut former des équations 
différentielles ou des systèmes d'équations différentielles 

s simultanées, par la différentiation et l'élimination de 
constantes arbitraires. Une question analogue se présente 
dans l'étude des fonctions de plusieurs variables; mais 
ici les arbitraires que l’on Peut éliminer par la différen- 
tiation sont des fonctions et non plus de simples con- 
stantes; les équations différentielles que l’on obtient par 
cette voie sont dites équations aux dérivées partielles. 
Nous nous bornerons, dans’ce qui va suivre, au cas de 
l'élimination d'une seule fonction arbitraire; l'équation 
aux dérivées partielles qui résulte de cette élimination 
est alors du premier ordre. 

Considérons d'abord trois variables x, y, z dont les 
deux premières soient indépendantes. Soient u et y deux 
fonctions données de:ces variables et ® (u, v) une fonc- 
tion arbitraire de u et de v. Nous supposons que la fonc- 
tion z soit liée aux variables x, y par l'équation 


(1) d(u,r}— 0, 


et nous nous proposons de trouver une équation, entre 


.. 
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© £, y, z et les dérivées partielles de z, qui soit indé- 


pendante de la fonction ®. 4 
On peut, si l’on veut, supposer l'équation (1) résolue 
par rapport à v; alors ona ^ 


` 








fonction ọ l'est 
préférer cette 


S dérivéés des dr ; 


cet rapport à x sont, 
d'après Ja règle du n° 33, 


du 
P dz 


du 
Tr + 


pareillement les dérivées des mêmes fonctions par rapport 


à y sont A A 
du du dv dv 1 
en posant, comme au n° 81° 27 
. . s 
dz = pdx + qdy. n 


dv 
P Pi = 0, ip 
dv 
g 2) = o0. 
sont homogènes par rapport à re, 
P PP du’ de’ 


de ces dérivées donne immédiatement l'é- 


E 
du du dv de dv\ {du u 
O (zta) (ga) eta) G +). 
2 € 
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. Si l'on effectue les multiplications indiquées et qu'on 
fasse, pour abréger, 


“du dv du de 


e= 2 — — — —, 


d: dx dx dz? 


du dv du de 


l'équation (3) deviendra > 
(4) … À Pp+ =Y. è 


` Telle èst l'équation aux dérivées partielles du premier 
ofdre que nous voulions former : elle est linéaire par 
rapport aux dérivées partielles pet q; P, Q, V y dé- 
sgnent des foncuons données des trois variables x, y, z. 
< 84. Le résultat que nous venons d'obtenir s’étend-.dé 
Janine au cas d'un nombre quelconque de variables 
Dante. E (ectivement, si 


w €: 
d'y Lip Æipces Zn S + 
désignent + 1 variables dont les n dernières soient indé- 


pendantes, el que l'on fasse ; E 
dx =p dt, + pidr, +... + pdrs; 
si en outre 


Ulis Usi ces Un 


représéntent n fonctions données des variables x, x...) 
Xa, l'équation 
» » (y Du, lnno Ua) = 0 
donnèra, par l'élimination de Ja fonction arbitraire $, une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre qui 


sera linéaire relativement aux dérivées pi, ps,..., ps. 
Pour démonter ce théorème, différentions l’équa- 
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tion (1) successivement par rapport aux variables indé- 
pendantes £1, —:,...,x,, On aura 


de /du, du, d du, r du; EIE d& fdu, pa du, z 
== lus Ra jalo podat — —|— D #4 
du, (z +P: dx LE du, \dr, Pi dr du, \dr, Pr dr 


dọ fdu, du, do /du, du, do fdu, du, 
+- p æ] + + PT) ++ e + = 0 








(2) | du, ar, Par) © du, \dr, du, \dr, Par 





do du du, pat du; du; Pa do dus du Zi 
dr, Par Y Pa ar] TT dus (dr, p) = 


| du, dr, "dx du, dry 


set il est évident que si l’on nomme D le déterminant de 
n° quantités : 











du, ni du, du, a du, du, du, 
pe D, — nates. J — jess patita pedata 
dr, P» dr’ dr, p dr’ i dx, Pi dr’ 
du, Ti du du, Pi du, dus dits 
D= | dr, r dr’ dr, P: dx’ i dr, +p dr’ 
votes. none rosssses rss. : 
du, ” du, du, du, ` du, du, 
sé Da =s — 4 es pen 
dr, ý dr dr, +p dr dr, +e dr? 
dò d dẹ 


l'équation qui résulte de l’élimination de —, — ,..., —— 
eq T: du, du,” du, 
entre les équations (2), sera 

| D — o. 


Désignons par À le déterminant 


du, du, dün 
da? ps RES dr, , 
du, du, du, 
= dz, $ dr, Kenga dr, ? 
. EE SE . 5 
du, du, du, 
a dr da, dr, 


y 


~ 
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et par À,, ce que devient A quand on y remplace la 
ré ligne horizontale, savoir 





Ae à: 
AR du, du, du, 
af : i $ dr FFM. PF 
Pa 

h: dx d dx 


Il est évident que si lon remplace la première ligne 
* de Apar la première ligne de D; on obtiendra un nouveau 
déterminant A) dont la valeur-sera 


sh AO = A + pi di; 
remplaçons la deuxième ligne horizontale de ce détermi-, 
nant A par la deuxième ligne horizontale de D, on ob- 
tiendra un nouveau déterminant Al). Or, par le change- 
com en dont il s’agit; A devient A + p, A, ; quant à p,A;, 
ne chànge pas, car la quantité dont il s’accroit est un 
ans, dans lequel deux. lignes horizontales sont 





K Ta Eg 40 = à + Pidi + Pis. 


Le même raisonnement prouve que si, dans le détermi- 
nant A6), on remplace la troisième ligne horizontale par 
Ja troisième ligne de D, on obtiendra un'déterminant A” 
dont Ja valeur sera 


A6) — A+ pi å, + pr å: + Ph, 

. ; 3 

et, en continuant ainsi, on trouvera que le détermi- 
nant A ou D dont nous nous occupons a pour valeur 


+ 


D= A4 + pi å +H pl: +...+ pins 


- ce qui démontre la proposition énoncée. 
f] 





a“ 
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85. THÉORÈME RELATIF AUX FONCTIONS. HOMOGÈNES, — 
Une fonction de plusieurs variables est dite homogène, 
lorsque, les variables étant multipliées par une indéter- 
minée t, la fonction se reproduit multipliée par une puis- 
sance i" de t. L’exposant m de cette puissance peut être 
entier ou fractionnaire, positif, nul ou négatif; il est dit 
le degré d’homogénéité de la fonction. 

D'après cela, si f(x;,,2:,...,2x,) est une fonction ho- 
mogène, on aura, quel que soit £, 


Mf (Ei Lace o eg Ea) =S (tE tEn.. Lruh 


. 1 
et, en faisant t = — ;, 
Ty 





n r Li 
DORE EE] CCS _ 1); 


ainsi toute fonction homogène x des n variables x,, 
Tes... Xa peut se mettre sous la forme 


T Ta T 

m ' ? ni 

x= ta F | ~ —5.., . 
NEn Tn Ta 


On peut exprimer, par le moyen des dérivées par- 
tielles, cette même propriété des fonctions homogènes, 
et à cet effet il suffit d'appliquer la méthode du numéro 
précédent à. l'équation 





{1) g un = F ( tbi, Uryu. -3 uni) 


où nous supposons 


Si l'on fait, comme précédemment, 


dx = p, dx, + p: d£, t.. A Pn dEn 
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on formera les équations 


0 











Pi 1 dF Pi 1 dF Pur l dE 

a" id x, du,’ x" x, du, À a Za dus ’ 
Pa L es dF T TE d'y pop LE — ; 
x? ja du, à i du, x} dün «y 


En ajoutant toutes cës équations, après les avoir multi- 
J ; 
pliées respectivement par x; x”, x,x”,..., on aura 


TE Pi Ti H pitit... + Pad) 
d'où il suit que : 


Tutorème., — Toute fonction homogène du degré m 
est égale du quotient de la division par m de la somme 
de ses dérivées partielles du premier ordre, multipliées 
respectivement par les variables correspondantes. 


ConozLatre. — Les dérivées partielles d'une fonction 
homogène de degré m sont des fonctions homogènes de 
degré m—1. 


Cela résulte immédiatement des formules 


mm dF > 
PI Tn —— gosse 


du, 

86. L’élimination dont nous venons de nous occuper 
conduit à des équations aux dérivées partielles qui sont 
linéaires par fapport aux dérivées. Il nous reste à faire 
connaître le-procédé général au moyen duquel sont for 
mées, comme on le verra, dans le Calcul intégral, toutes 
les équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

Examinos d’abord le cas de trois variables x, y, z dont 
les deux premières sont indépendantes, et posons 


dz = pdx + q dy. 
8. 


D o v=o, 







dis L_ 1 Et ü = m 
. g i 4 Li %; . y 
y p $ 
CT g 
f; 4 + 
E a 
U | 
116 + 
. Soient æ unpparamètri ne fonction arbi- 


~ traire de ce paramètre, 


+ V=fts P 3 


Le 


` une fonction donnée des cinq quantités LV 3,2, g TON 


„Considérons le système desglèux é 










miner z entre les équations xs on aurait une quation  , 
entre les trois variables x, y, z. Mais, lors m que: Ja | 
fonction ? demeure arbitraireÿ on peut tou egard 
comme une fonêtio et de y pri N le de- i 
équatio (1). Kela posé, noùs nous proposons 

i ı fonétionæ des équations fi), par le moyen. , 
de la différentiation. On peut raisonner comme si l’élimi- 
nation de ap uvait être exécutée zxainsi l’on peut regar- 
epg, dan équation V = 0, comme une fonction de x, 


E éterminée fr equa on T= o. Alors, si l'on 
nd Id différentielle "7 première.équation (1), 


`s dV dv 
Po MLD 7 dx —0, 













mais le dérnier terme de cette formule disparait en vertu 
de la deuxième équation (1), et si l'on remplace dz- par 
Ša valeur pdx + g dy4 on devra égaler séparément à zéro 
les coefficients des deux diflérentielles arbitraires dx 
et dy; on aura donc 


o 


i dV ç dY AN aN 
a) a LE e a 


Pee "oidé 


$ ¿Maintenant on peut éliminer le paramètre z et la fonc- 


é ; + a 
+ 4 R/S 


å i + 
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tion g (x) entre les équations (2) et la première des équa- 
tions (1); on obtiendra ainsi une équation 


3) | ` Sí T; Vs P» q) 706, 


qui est aux dérivées partielles du premier ordre et qui 
peut avoir une forme quelconque. On verra plus loin 
que si x, y, z représentent des coordonnées rectilignes, 
l'équation (3) exprime une ‘propriété du plan tangent, 
commune à toutes les surfaces que représentent les équa- 


tions (1). n 


87. ExEmPLE. — Soit 


V=(r 2a} + [y ele] +? R, 


R étant une constante. On a ici 


m + 





dv diN av 

— =2{rT— a), — = r— (al, =% 

dr —° (7 fi dy ar rie dz aris 
les équations (2) du n° 86 sont donc š 


z= a+p:=0, y—ş(2) +g: = 0. 


Si l’on en tire les valeurs de x — æ, y — %(x) pour les 
substituer dans l'équation V = o, il viendra 


(1+? q`) HR; 
ou 
R 


Senan , 


RETTET 


3 — 


ce qui est l'équation aux dérivéés partielles qu'il s'agissait 
de former. 
88. Passons maintenant au cas” général. Soient x,. 


Xa,- 2, les variables indépendantes, x la variable qui 


$ 


' À > 
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_en dépeñd et que lon ; nomme souvent la variable prin- 


cipale ; faisons aussi. LEE 
L2 


dr = p, dr; Æp;drs; +. + pr dns 


„Soient en outre ay, 23,.:., n1, 1 —1 paramètres va- 
riables, et x 


> a ga, m,..., ani) 


une fonction arbitraire de ces paramètres ; désignons enfin 


par 


VS f(E, Lis Lag. o og Eny Qy Rise + oy Ent) 


une fonction donnée des n + 1 variables, des n TI ie, 
* ramètres et de la fonction «. 
Cela posé, considérons les n équations 


ui. À AN dv 
da, de "°°"? darmi 





= 0; 


qui déterminent x, 41, a. 1., a1 en fonction de x4, 
Lies Tny Et proposons-nous de déduire de ces équations 
une équation åux dérivées partielles indépendante de la 
fonction arbitraire «. 

La marche à suivre est ici la même qu’au n° 86; la 
différentielle totale de V doit être nulle, et l'on a 





dV dY dv 

les dérivées —, —,:.., — étant prises en regardant z 
Ta 17 rer tant prises € g 

qui entre dans V comme fonction de g4, æ:,..., @,_1. 


Comme les coefficients de da, dzs,..., da, sont 
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nuls, en vertu des équations (1), on a simplement 
de d 


dN dv dV 
— İr + — dr, +.. .4 — dr, -= 0. 
dx dr, AEn 


Remplaçons dans cette équatian dx par . 
pi dx, + pidt; +... + Pn AEn 


les différentielles restantes dr,, dxr,,..., dx, étant arbi- 
traires, leurs coefficients devront ètre nuls séparément, et 
lon aura 


dv dv a 
dr, P: dx  ’ 
+ “ K 
dy dV ' 
— — 0 
(2) { dr, dx 23 
dy o NO ; 
d, '” de == 0. 


Maintenant, si l’on élimine g, &,, 2s,» -. Zu ntre les 
ri équations (2) et la première équation (1), on obtiendra 
une équation résultante ; 


(3) ACTE TE T Pis Pase + es Pr) = 0, 


qui sera l'équation ax dérivées partielles demandée. 


Du changement des variables indépendantes. 


89. Le problème que nous nous proposons de résoudre 
peut être énoncé comme il suit : 


Soit u une fonction de m variables x, y, 2,...; si 
l'on considère x, y, z,... comme fonctions de m nou- 
velles variables €, 1, £,..., uw deviendra une fonction 


de ces mémes variables. Cela posé, on demdnde d'ex- 





"+ = Gea NC rh 
‘ . ts ; "i + S i i d A 
t r” ’ + 
Col k + s s e 
| 2, 
p’ P a v 
° -4 Le: ya 7a Bpr 
rs Pa , f 5 T n 
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À « w . i RAR e Po oae 
. , ROUE . 1 % w “ 
primer les dérivées partielles de Ever: & 
x œ 
du du du 2. zi pai 
3 dr’ dy dz’ 4 # l 
"Re s d'u du d'u 
. , , , 
à, dr: dxd dr dz 
te taj z RA 
z. A mi > messes. es... Vos , 


relatives à l'hypothèse de x, y, z,... variables indé- 
pendantes, en fonction des dérivées partielles 
r < 





` a . relatives 










suce ntes. 
D | da à ~ C 
PERA Ici les anciennes variables x, y, Z,... sont donifiées en 
CES fonctions des nouvelles. LET FCL réciproquement 


celles-ci sont des fo 


connues dr Ly ATLAS 
` Regardant alors u còm 7 


S Sett, LA 


$ $r .. comme fo t solu tion de la 
“question propo déduira imr ement de la règle* > 
de la différentiation des fouftions P 
On a ME | rs j í 
() du Pa + Pan + D E 
à puis, N P> m » A 
Pia ) RM A À 
‘ee = (2) ; t € ñ dn n 
“ra jee he = aS ", S 
i © Les variables £, 0 £,... étant données en fonction de x, 
« ee > „£ j o 3 
i jS i e a 
E A A Re PE ss 
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Js tps les dérivées LÆ,..., “,. . agi elles-mêmes 


~ "Jes fonctions connues de x, y, z,..., mais on devra les 
exprimer en Ë, Le ... On substituera ces taleurs dans 

= l'équation (1) et y: s coefficients®de dx, dy, dz,... seront 
les expressions demandées des dérivées partielles 


S id du du du 
E . p gp an 


en fonction des variables £, n, ¢,... et des dérivées 
du du du 
dé’ dr PT E-E 2 
On procédera dela mème manière à l'égard d 
: vées d'ordres supérieurs; ainsi l’on af P 









aura substitué dans le 


demment obtenue, 
fes des pus (2), 


du d'u 


da dedy. ds 


Pareillement, en faisant la mê r a dans la 
formule + E 
du >» PEL P? ii 
d — d— Edar i 
A du dy . ay St idy. de g i 
l — = — dg + —— — 4 SE > 
eg dy d'E bdd d'a WET de Cour ct JR 


on obtiendra les expressions cherchées des dérivées 


t 
% 


' i. d'u du du 
VTT IE x dy ds” i - 
‘dont la première a déjà été calculée, et ainsi de suite. 
Fe 
TE s , 
à à - 







qH 
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La-mème méthode èst évidemment applicable aux dé- 
rivées de tous les ordres. 


90. Arpzicarion. — Les points de l'espace peuvent 
étre représentés soit pam trois coordonnées rectangu- 
laires x, y, z, soit par trois coordonnées polaires r, 9, 
Ÿ qui sont liées aux premières par les formales 


(1) z—rsinôcosÿ, y—r#nô6sint, z—rcos6, 
ou 


(2) r=ÿr+ y +2, cosh = — 


= + tangy = 7. 
yry’? Tr 


Cela posé, la quantité u ayant été d’abord regardée 
comme fonction de x, y, z, on demande d'exprimer les 
dérivées de u du premier et du deuxième ordre, savoir : 


du du du d'u d'u d'u d'u d'u d'u 
? de? dady’ dx dz dy’ dy dz’ dz? 


en fonction des dérivées relatives aux nouvelles va- 
riables indépendantes r, 8, 4. 


de” dy’ dz 


On tire des formúles (2) 





RL e alda 
Va + ya 
jja z(zdr ydy) — (z +y. 
` (+ y + 2) sin9 
PP Et ga Ace 2 


zx: 


ou, à cause des formules (1), ' 


dr = sin cospdz + sin0 sinÿ dy + cosôdz, 


1 1 F 0e 
dü — ~ cos0 cosŸ dr + — cos sin Ÿ dy — 7 Sinôds, 
r r 


+, 


(3) 


PEE a PR 


= — dy, 
r sing r sinô 








Là. 
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Si l’on sübstitue ces valeurs de dr, d9, dọ dans la for- 
mule | 


du ` du du 
du = — d. pesé 
u - me nord 





on aura 
du du du cosô cos} du siny 
ns D a a n 

- dx dr Shi do r dy rsinÿ” 
du du... du cosüsinŸ du cos} 

L Nes path AT Pan t 

#4) À dat haies MT r +H r sin6” 
du du du sinb 


d a a h T 
„Il faut maintenant former les différentielles totales de 
du du du 


Pr D à 


ou, ce qui revient au même, les dérivées partielles de ces 
quantités par rapport à r, 8, ÿ. On trouve 


3 











| „du 
KT du, i d'u cosÿ cosy du siny 
dr gi FE S08 cosy zj dr d9 Fr è , drd} rsinĝ 
' du cosĝ cosy du sinp 
Tda Po dy r°sinÿ r° sing” 
1 e 
Cde n Sngeosy p COS cosy du siny 
(5) { d drd9 > d? r d6d+y rsin 
PAPE PEUT LE du sin cosy | du cos sin 
48 r dy rsin’6 
a2: 

dx d’ d'u coshcosy -d'u sinŸ 
—— =- sing cos + -oaa y O O CT 
dY dr rh ddy r dẹ’ rsin 

j du... , du cosôsiny du cosy, 
| — ginos — 7 MT zaab) 
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du 
dy d'u d'u ‘cosh sin d'u cos a 
z= LE 7 © SR iy S é 
du cos0 sin + du fosh i 
- Tdi, rP = dy r'sin£ y sing” 
du è : à 
t “+ _ d'u d'u cosô sing d'u cosy 
(6)( 48 ar nosing + Ta Ur t dody rain * 
du x du sinô sin du cos8 cos 
PT bn ts SN 7 et — d Te 
aa 
dy du s d'u cosBsin® «d'u cosp 
À d gagno sin + aap r tup rans 
| du du cos9 dos du sin ÿi 
| + sin eoeg + À PRES E HER 
fpe i 
z du d'u sin) du sin 
s dr = ir MN SUCRE a 
du | 
{7) TS d'u d'u sin) du ; du cosh 
dd dr 06 TS r ! 
du 
dz d 2u d? sinĝ 
= ——— cos à 
| dy dredy tedy r 


Si l'on ajoute les équations (5) après les avoir multi- 
pliées respectivement par les équations (3), on aura la 


ie d ' 
différentielle totale de To et les coefficients de elx, dy, dz 


dans cette expression seront les valeurs demandées de 


d'u d'u d'u 


dar > dr dy dns 


on obtiendra de la mème manière les autres dérivées par- 


u 
ty 
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tielles eñ ajoutant successivement les équations (6) 
` ou (7) après les avoir préalablement multipliées par les% . 
équations (8). On trouve ainsi 


2 









d'u de sin 9 cos Ocos?} d'u sin cosy 
=" 34 D — — res 
= sin? 9 cos +2 = -A a i à 
d'u cos?’ cos’ du sip À 
dh? p? dẹ rsin’4 bé 
L3 
du cos? 0 cosy + du siny cos 
d y r Ea Tsing ? 
__ d'u du ing ot RRA du E a 
2 p oo o aÃ 
= gr SMO sing cosy +277 7 dry 7 
d'u cos?8 sin 4 cosy din (cos}—sin’$)cosÿ d'u siny cosh 
Fan à r° dody ¥ rsin dý r'sin?8 


du ‘sin°9 sinp cos} du (1+2 sin°8) cos sinġ cosh du cos’ h—sin’+ 
=m; A VAN a Pan ? 


d'u ecsü sing » 


7 drd} rsim9 


‘du sind cosÿ cosh 


dr r 







dii sinô = sin? ÿ 


res En 
PE. cos’ 9 sinay a cos sin ÿ cos ÿ 


+ a 4 RENTE r? sind 


‘du tin du (cos? }—2 si 
+ M + 
dr AP; PPS dü 


P Pr © sin’ sin 







du siny cosy cosp. 
dy r sin’h ? 
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85. THÉORÈME RELATIF AUX FONCTIONS, HOMOGÈNES, — 
Une fonction de plusieurs variables: est dite homogène, 
lorsque, les variables étant multipliées par une indéter- 
minée £, la fonction se reproduit multipliée par une puis- 
sance 1" de t. L’exposant m de cette puissance peut être 
entier ou fractionnaire, positif, nul ou négatif; il est dit 
le degré d’homogénéité de la fonction. 

D'après cela, si f(x,,x:,...,x,) est une fonction ho- 
mogène, on aura, quel que soit ?, 


f (Liy Lans oo Ln) = SE ln e Era) 


. 1 
et, en faisant t = —; 
La 





Ty 
-3 1); 
da j 


ainsi toùte fonction homogène x des # variables x,, 
Za,» -3 X, peut se mettre sous la forme 


S (Eata. 











On peut exprimer, par le moyen des dérivées par- 
tielles, cette même propriété des fonctions homogènes, 
et à cet effet il suffit d'appliquer la méthode du numéro 
précédent à. l'équation 


(1) z Ua = F ( tt; Us, u. -y Unai )s 


où nous su pposons 


di Ts Li z 
tų = ~= U = ~p ° e° Un = = 
Ta a Fi Ta a 





Si l’on fait, comme précédemment, 


dx = p, dx, HP: dr; +...+ pride, 
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on formera les équations 


+ 














P_i dF pa 1 dF Pa! dE 

ET Ta du, | Tr 7 du, ? ze E Ta du.” 
Pa mr dE x, dE >; Fe dE yi 
Fpa ger a du, E p du, x} AN di a 


En ajoutant toutes cës équations, après les avoir multi- 
pliées respectivement par X4 £7, r,x/,...,0n aurà 


mE = pı Tı + Parti +.. + pn Tas 
d'où il suit que : 


Taéorëme. — Toute fonction homogène du degré m 
est égale du quotient de la division par m de la somme 
de ses dérivées partielles du premier ordre, multipliées 
respectivement par les variables correspondantes. 


Conozzaire. — Les dérivées partielles d'une fonction 
homogène de degré m sont des fonctions homogènes de 
degré m—1. 


Cela résulte immédiatement des formules 


86. L’élimination dont nous venons de nous occuper 
conduit à des équations aux dérivées partielles qui sont 
linéaires par fapport aux dérivées. Il nous reste à faire 
connaître le: procédé général au moyen duquel sont for- 
mées, comme on le verra, dans le Calcul intégral, toutes 
les équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

Examinoñs d’abord le cas de trois variables x, y, z dont 
les deux premières sont indépendantes, et posons 


dz = pdr + q dy. 
8. 







.« Soient æ unyparamèt 
~ traire de ce paramètre, 
r 


7 


Xì y ‘une fonction donnée des cinq quantités x,y, Z, %, | 
A í ‘Considérons le système zg i 
$ ~% a 








3 dN 
es ().- P V=o, — 





Si Ta fonction arbitraire ọ étai n půt m. 

4 ges æ entre les équations (1), on E. “ares 
tre les t variables x, y, z. Maïs, lors m 

fonction ọ ? demieure arbitrairéfon peut touj 

jon deg et de y détermi 

4). Cela posé, noë$ nous p 










nr 


r le + 
roposons 


n. On peut rais comme si l’élimi- 
t être exécutée ainsi l’on peut regar- 


PE 
&., , depe équation V = 0, comme une fonction de x, 


s dy 
tertainée n gT Alors, si l'on 


la première.équation (1), 


mais le de ernier terme LA cette formule disparait en vertu 
de la deuxième équation (1), et si l'on remplace dz par 
Ša valeur pdx + q dy4 on devra égaler séparément à zéro 


- les coefficients des deux différentielles arbitraires dx 


et dy; on aura donc 


è í : 
sta) EO ELA LES à ` 


4; + Maintenant on peut éliminer le paramètre x et la fonc- 


€ . r . , d 
s . 


b 


$ des équañ ), par le moyen - 


Ca i 
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tion ọ (x) entre les équations (2) et la première des équa- 


tions (1); on obtiendra ainsi une équation 
(3) i | Lx, 1,3, Pi 4) 0, 


qui est aux dérivées partielles du premier ordre et qui, 
peut avoir une forme quelconque. On verra plus loin 
que si x, y, z représentent des coordonnées rectilignes, 
l'équation (3) exprime une ‘propriété du plan. tangent, 
commune à toutes les surfaces que représentent les équa- 
tions (1). À 

87. Exempze. — Soit 


V=(r <a) +[y— g(a)] +? — R, 


R'étant une constante. On a ici 


E E E y Laan à 
les équations (2) du n° 86 sont donc - 3 
z= atp: =0, y — glz) +yi 0. i 
Si lon en tire les valeurs de x — z, y — (2) pour les 


substituer dans l'équation V—o,il viendra 


(+r) = R, 
ou f s F 
R 


P e -3 
\i+ p' +g’ 

9 » . t CRA 3 $ . t. s . . 
ce qui est l'équation aux dérivées partielles qu'il s'agissait 
de former. 

88. Passons maintenant au cas” général. Soient x,. 
Xz,- . -Xa les variables indépendantes, x la variable qui 


è 
è 
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en dépeñd et que Pon nomme souvent la variable prin- 
cipale ; faisons aussi 


» 


dx = p dr, pidr +... pr dEn. 


Soient en outre aj, 2:,.:., Ani, 2 — I paramètres va- 
riables, et 3 


a = CT Aiye -3 Zai) 


une fonction arbitraire de ces paramètres ; désignons enfin 
par 


AAEE E E E NEE Ans) 


une fonction donnée des z + 1 variables, des n —1 pa~ 
* ramètres et de la fonction «. 
Cela posé, considérons les n équations 


ay dYa dv 
da e dus CATT aei 





= 0, 


qui déterminent x, %1, as. 1., a, en fonction de x,, 
Lies Xay Et proposons-nous de déduire de ces équations 
une équation äux dérivées partielles indépendante de la 
fonction arbitraire «. 

La marche à suivre est ici la même qu’au n° 86; la 
différentielle totale de V doit être nulle, et l'on a 











dv dy dv 
— d. — d. 5 £ 
dz de + y dr + D” a 
dv iv 
+ — da +... + | day 0, ` 
da, Gi 
les dérivées ay étant prises en regardant z 
da da, i Cr P 8 


qui entre dans V comme fonction de &,, #:,..., @,_1. 
Comme les coefficients de da,, du,,..., da, sont 
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nuls, en vertu des équations (1), on a simplement 
m + 


dV dy dN 
— de + — dr, 4...4 — dr, = 0. 
dx dr, dr, 


Remplaçons dans cette équation dx par . 
pi dx, + pidt, +. ©. A- Pa AEn 


les différentielles restantes dr,, dX£,,..., dx, étant arbi- 
traires, leurs coefficients devront être nuls séparément, et 


" Ton aura 
dv dv 
+ i =0, 
dx, dx 
« * à 2 
' dV dN 5, 

ss = 0, 

(2) { dr, k: dx 
dy dv ` 

\ dr, Pr dz s 


Maintenant, si l’on élimine &, &,, Zs,+.-. Zn ntre les 
ri équations (2) et la première équation (1), on obtiendra 
une équation résultante ' 


*(3) F (£, Lis Laye ces Las Pis Pise- -s Pu) = 0, 


qui sera l'équation ax dérivées partielles demandée. 


Du changement des variables indépendantes. 


89. Le problème que nous nous proposons de résoudre 
peut être énoncé comme il suit : 


Soit u une fonction de m variables x, y, 2,...3 si 
l'on considère £, y, z,... comme fonctions de m nou- 
velles variables €, 1, £,..., w deviendra une fonction 
de ces mémes variables. Cela posé, on demdnde d'ex- 
















t . 
+ 
d « 
| 
à sey © , d 
relatives à lh iypothèse de x, y, z,... variables indé- 
pendantes, en nr sur dérivées partielles r 
El “ = + xs e * à 
du ‘du de ? 
+ à ag dt l v, ~ 
i du, | + ti - 
dEde de se og - y E 4 
00... ? | d 
| n, &,.…. variables indépen-. = 
. : j + t k b 
z Ici les anciennes variables x, y, z,... sont données en 
Pira fonctions des nouvelles. Eep Et réciproquement 
. celles-ci sont des fo connues de x, Jozye 
` Regardant alon u com con de £, He Seti n, 
*£,... comme fon ións de L, SEEN solution de la- 
"question proposi déduira immédiatement de la règle* © | 
de la différentiation des fonfttions composées à 
Ona effectivement à 
ğ i 
: ` du 
. 1) du = — dE à ' 
w Aann «. 
puis, | pe 
dE dé dé r A 
P l Di rir. d+ nt. 
+ (2) i S iM dn dr 
aen cs = 
$ | pra + dy + de + À 
, p S aiiiar Rs A 
Les variables £, n, £,... étant données en fonction de x, 
< £ K i ' 
i CL ` n » | 
E~ t 
š Fn 
y" à 


Fe, + j 
»., z Ci 
= TE æ? 4 
ns 2h % Fi E 7 
LA A ` $ i 
LA ? P s ' . ra è 
f F ET de k 
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Y 


; RERE: i- d | 
ds rca les dérivées, … ; Toe : sont EE R 


Lu es connues den Pi Pisces mais on devra les 
„expri mer en À, Ae ,---. On substituera ces taleurs dans 
2 l'équation (1) et 5 E IER dx, dy, dz,... seront * 4,“ 


. * 
= les expressions demandées des dérivées partielles i 
* 
. + du du du 


en fonction des variables £, r, ¢,... et des dérivées 


du du du f 
ru cd 


dé dy dt 


. On procédera dela mème manière à l'égard des 









*  vées d'ordres supérieurs; ainsi l’on af ` A 
7 
du ‘du, 
$ — d—"°}3 
du x£ 
ar —— d5+ de à 






čes des formules (2), les coefficients | 
meront les ms demandées des. déris , 


du d'u # ii e 


ETNEN u à 
"2 ae dedy’ des d 


AN i a 
Pareillement, en faisant la même substitütion dans la 
formule R 3 


-r a AA, k 





E 


i 
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La-mème méthode èst évidemment applicable aux dé- 
rivées de tous les ordres. 


90. Arrxicarion. — Les points de l'espace peuvent 
étre représentés soit par trois coordonnées rectangu- 
laires x, y, z, soit par trois coordonnées polaires r, 8, 
4 qui sont liées aux premières par les formales 


(1) x=rsinð cosp, y—rsinäsing, z—rcos0, 
ou 


(2) r=Va+y +z, cos0 — ——  -— , tangÿ — 


z F. 
yry’ + z T 


Cela posé, la quantité u ayant été d’abord regardée 
comme fonetion de x, y, z, on demande d'exprimer les 
dérivées de u du premier et du deuxième ordre, savoir : 
du du du d'u d'u d'u d'u d'u d'un 
de dj d? de’ dedy dade dy’ dyd d? 
en fonction des dérivées relatives aux nouvelles va- 
riables indépendantes r, 0, à. 


On tire des formúles (2) 


> xdr +- ydy + zdz 
dr = ——= = , 








F+r+re 
FE z(xdx + y dy) — (7 + y°)dz 
d9 = 5 — 
' (t+ y + 2) sing 
14 (— ydr xdy) cos’ 4 
d4 = — = eee et ts 


g’ 
ou, àcause des formules (1), ` 


. 


dr = sinf cos dx + sin9 sin dy + cosûdz, 


dð — = cosû cosŸ dr + L cos0 sin Ÿ «y — = sinôde, 
" r 


(3) 
. ,. 
1 siny 1 cosŸ 
l4 = — - -~ d. _— —— dy. 
dy r sino S  r sin ” 


LA | 
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Si l’on sübstitue ces valeurs de dr, d9, d dans la for- 





mule 
du ` du 
ou no+ t dy, 
on aura 
du du. du cosô cos du siny 
| dx d sno cosy då r a dy rsing 
du du, du cosôsinŸ du cosy 
$ d— — — 9 = mn ae 
RE rente 
du du Zoa dnu sinb 
d dr dir 


„Il faut maintenant former les différentielles totales de 


ou, ce qui reviept au même, les dérivées partielles de ces 
quantités par rapport à r, 0, 4. On trouve 


# 











| du - 

Lo lu, , d'u cosô cosy du sin + 
ar NOT TT 7 | drdÿ rsin0 
| du cosô cosy i du sinÿ 

do r° dyr “sing” 
Lar = au sin 9 cosÿ + di cost cosy — Au an: siny 
(5){ d9 dr dû de r dd rsing 
du , _ dusinôcosh _ du cos@siny L 
és Fais ds NE do r dy r sin 0 ? 
du 
dx d'u d'u cosbcos® . d'u sin 
nn a Pa dy rsind 
j du.  , du cosĝôsiny du cosp. 
i Tarten TG r 44 rinb 





+ 


(6) ( 49  drdÿ 


. yag 








+ 
à : a 
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d du 
dy d'u d'u “cos5 ni d'u cosy 
dr `~ dr’ au né kä dr 46 Gj drdy r sit 
du cosü sing dù mk e 
3 do. r' dy r’ r'sinÿ i 
d du b ; a 
. dy _ d 2 dèu go 
1 y EE iniia d'u cos sin ÿ u s Ÿ 


da. rn Candi PS6” - 
du , du sinp sing; du cos cosy 
+— — — - - 
JF cos0 siny PA Ps ra 4} ER 














d du à 5 
dy d'u à ‘a d'u cos 
Es 9 A 
dy — dr da mn DU TE Ba rain 
| du . du cos® éos$ du singi, r 
"ge - tar LT då r è dy rsing 
. z hd j’ 
. le 31 à 
a z En d'u sin) m du sinb 
' dr ` dr? . drdd r* -di n° 
de | 
aa Su . 

(9){ dz du R «d'u sin) du A du cos5 
do dra dn r dr 4 r’? 
LT.» | 

dz “d'u d'u sinb . 


j t 
« 
. 
L 
. 
2 Ja =- E DS as à 


a dry “ady r` 
‘Si l'on ajoute les équations (5) après les avoir multi- 
pliées respectivement par les équations (3), on aura la 
: d baei 
différentielle totale de o et les coefficients de dx, dy, dz 


dans cette expression seront les valeurs demandées de 


d'u d'u d'u 


CM, de dredy dedz 


on obtiendra de la ième manière les autres dérivées par- 


ALES 
ir 


pe] 


ai 


— de r° 
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telles eń ajoutant successivement les équations (6) 
ou (7) après les avoir préalablement multipliées par les. 
équations (8). On trouve ainsi 
? 


d'u . d'u sin£ cos0cos y d'u db 
js 2, b £ g 
aN copd ; Faraÿ ` - à 













dr? 


d'u cos?’9 cos’ d'u sin 

de P y ve rsin” ° 
du cos’9 cos} +siniY i du cos 5 je du sin 4 cosp 
dr # ; a Tsing ? 





. Üu 4 

T dr SEL +27d5 r « drdÿ r 

d'u cos’ 9 sin cosŸ du (cos ÿ—sin?}) cos9 d'u sinÿ cosy 

ap ~ r? dody # sin. dý r'sin6 

du sin? sing cosy _ du (1+2 sin°8) cos@ sing cosh du cos’ ÿ—sin’} 

d r dÿ ` r'sing . dy r'sin0 à 
= … ' 

a d'u (cos’9 — sin°8) cosy _ d'u ecshsing » 





ose Tdi: :« r dr dy rsins 


d'y sing cosFeosy 


du sin9 cosô cosy 
dr r 





d'u sinb cos sin: 
dr dû r 





So sin’ 0 sin} + 2 


d'u cos’ y 2u  cosô siny cos 
PTE dý  r'sing 






du siny cosp. 
dy r3sin°0 ? 


 * i a p3 
$ 
ai 
m « 
ss g’ t 
Ba G į 
VAT + » 1, m , pn 


dèu sin cos siny a d'y cosp—siny ` 


Jrg 
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d'u dé stats 2 d'u (cos*8 — sin?) siny P d'u cosô cos} 
Tan a Y- drdb r drd  rsin0 


d'u sinb cos9 sinY d'u cos} 


dP r? dôdy r’ , 
E du sinĝ cos0 sinp du (cos’8 — hd bat 
dr r dô 74 
a e 5 d'u sinĝð cosh du sin?0 
dr’ ces * dr d8 F + dọ 7: 
` du .sin°# du $in9 cos9 . 


Fr T0 à 


91. On peut souvent abréger, en employant des artifices 
convenables, les calculs nécessaires pour exécuter im 
changement de variables; nous croyons utile de donner 
une idée de ces simplifications en traitant ici une question 
qui se rencontre dans diverses théories mathématiques. 
Nous nous proposons de transformer l'expression 

L 

d'u dtu d'u 
s(1) = Ia + g + F 
en substituant aux coordonnées rectangulaires x, y, z lés 
coordonnées polaires r, 6,4. On obtient immédiatement 
la solution de cette q F5 en faisant usage des formules 
du numéro précédent, mais nous voulons exécuter la 
transformation sans recourir à ces formules. 

A Cet effet, nous substituerons d'abord àx et y les deux 


variables ps, 7 telles que” 


DE 
ES p cos, y=psiny, 
ou Na $ 
Le — 
Er 


x z m 
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On tire de là 
i . v 
d, d 
dp = PEPY  cosyrir + singja dy, 
Vi y? 
— ydr 2 "i 
PTER al, Aan Kard kamei PEE a P Pa A 
x p p , 


dp dp dy dy 
Ces équations déterminent £, Z£ es ; on en conclut 





dx” dy dr’ dy 
Li 
d d di 
Du Ae osd u sinÿ 
(2) dx p dy p 
2 
$ du du cosy 
C tA 


En ajoutant les ES (2 b après ayoir multiplié la 
seconde par y—ı, il vient 


LE pre FR ($ me). 
(3) — +y ip = (cosy + y— 1 sing) nT PE” 


Désigñons par v la valeur de chacun des membres de la 
formule (3); comme cette formule subsiste uelle que 
soit la fonction u et quel que soit le signe qu’on donne au 
radical Vÿ—1, on aura, en remplaçant u par v een met- 


tant —V— 1 au lieu de V— 1, 
e í RE 
) = _ — (cosy — ÿ—1 sinÿ) (z A Peu =) 
De l'égalité 


+ — du 
+v—13 a’ 
on conclut 
dv — dv _ d'u d'u 
Te — y Te =p + dy? , 


et l'égalité 


= (cos + y—T sin) m + 7) 


€ ©: 


à =- de 
rs LR = 
2 HU Aer 08 
, R. 
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. par r donnent la dire 






donne ensuite *™ 


(tra 


Ainsi l’on a 
5) d'u d'u d'u 1 d'in "1 du 
( _ dr a dy? en dp P dy © p de | p 
et, par suite, | | 
d'u d'u 1 d'u” 1 du 
O Sata tsar, : 
° , 

Pour achever la solution,*il reste à substituer aux va- 
riables p et z les variables nouvelles r et 8 liées aux pré- 
védentes par les-équations, 

R 
z == r ¢0$9, É—rsin0. è 


Or, si l’on remplace, dans la formule (5), x, y, p, Y par 
2, p, r, 8 respectivement, il viendra - 


ms du a du Fe 1 d'u 1 du 
due dar r T 


en mènre temps la seconde des forlas (0) donnera par 
le même changement a 


12 
du du. du cosû. 


de dr va cu 





of aura donc, en substituant ces valeurs dans la for- 


mule (6) eten remplaçant aussi p par rsin, . 


De 


s na d'u 2 du I du 1 d'u cosh du 


de rar Pme dp E Pao Ping 46° . 
f 


Les deux premiers ia ka cetté expression maltipliés + 


re) 
dP 


# e » 


; les deux dërniers termes 
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du 
d| sina. z) 
ee 7 rte a 
multipliés par r° sinĝ donnent la dérivée i -g r 
a donc 
: A 
pgr V4) i d'u I d (sino 375) 


L H e r —— 
dr? sin’ dy? siu 9 d9 
Il est souvent avantageux de prendre 
cosĝ =- p 


pour variable au lieu de 6; alors on a 





du du dy . „du : . „du du 
— 7 niim a = =: me ft a?) mes 
d6 dy dò B Pi d'où 1 GTP ‘dy’ 
puis 
du du du 
a(sino s) E de N $ ALT Va T3 
dao _— dp ta TE SES 
TE 2 


g ; E TE G 
et l’on obtient finalement l'expreŝsion suivante de S en 
fonction des variables indépendantes r; u, Ÿ, 


EE ead 
18 — Puel 1 d'u di elan 
ÉTAT ap de 


Du changement de toutes les variables. 


92. Lorsque l’on veut changer la variable principale en 
même temps que les variables indépendantes, la marche à 
suivre est la mème. Supposons que l’on ait introduit dans 
un calcul une variable u fonction de m variables indépen- 
dantes x, y, z,..., et qu’on veuille adopter une autre 
fonction v de m nouvelles variables indépendantes £; n, 

1. 9 


130 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
č... Il s'agit d'exprimer les dérivées partielles 
du du d'u d'u 
dy dan’ drd ` 
en fonction des dérivées partielles 
dy dv d'w dy 
dé da ° dẹ? dEdn 


Dans cette question, les m +1 variables de l'un des 
systèmes que l’on considère sont données en fonction des 
m + 1 variables de l’autre système. Ainsi v,E,n.£,... 
sont des fonctions données de u, x, y, z,...,etleurs dif- 
férentielles totales seront de la forme 

dy = U, du + U, dr + U, dy +... 
dg — Xydu+X,dr +X;dy +..., 
dn = Y, du + Y, dz + Y, dy +... 


U., U,...., Xo, X,...., étant des fonctions connues des 
variables u, x, y, 2,.... Mais u étant une fonction de r, 
Yotr.. 0na 
da du 
du = — dr + — dy +... 
‘ dx dy ~ : 


et, par conséquent, 


r d d 
do (u, +u E) (on E) à +. e 
£ dy 


d 
du (ri, + E) (men ed +. 
æ dy 


Si maintenant on porte ces valeurs dans la formule 
du 


dE 


d d 
ln +de E E 


(2) du = Ja Ti 


dé + 


= - = -o o a  — Po =d 
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on obtiendra une équation qui devra subsister, quelles 


que soient dx, dy, dz,..., et qui se décomposera en 
m autres, savoir : 


du du\ dy du\ dy 

U,+U, = ( 1 x2) ZE + (x+y. F) dr , 
(3) du\ du du\ dv 
U;+U, -- T (x X, z) dE + ( a+ 5) dr 


On peut exprimer Us, U,,..., Xo... en fonction des 
variables v, £, n, ¢,..., et les formules (3) donneront 
alors les valeurs demandées de ti w e. 
dx dy 
Pour passer aux dérivées du deuxième ordre, il suffira 
de différentier les équations (3). Considérons, par exem- 


ple, la première équation du système (3), différentions-la 


á du 
totalement, remplaçons ensuite dT par 


d'u Ni d'u PAPE d'u DE 
dns T E Ardy” dd"? 
puis 
dy du 
1, Eu 
dv, d dE D 


par leurs valeurs respectives X f 


dy dy 
dé on dy 
aet m t 


d'y Ep d'y 
agp lT Agda 





mettons enfin pour dE, dn,..., les valeurs tirées des 
Q- 
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formules {1}. L’équation ainsi obtenue aura lieu quelles 
que soient les différentielles restantes dx, dy, dz,.5., 
par conséquent elle se décomposera en m autres qui feront 
connaitre les expressions des m dérivées partielles 


d'u d'u d'u 
re VE ET 
dr’ dr dy dx dz 

On calċulera de la même manière les Mleurs des autres 
dérivées du deuxième ordre 


d'u d'u 


Les dérivées des ordres suivants s’obtichdront évidem- 
ment en suivant la même marche. 

Enfin il est aisé de s'assurer que la méthode précé- 
dente est encore applicable dans le cas d’un nombre quel- 
conque de variables dépendantes, quel que soit le nom- 
bre des variables indépendantes. 


Transformation de Legendre. 


93. Legendre a fait usage dans certaines questions 
d'une transformation qui olre souvent des avantages et 
que nous indiqugrons ici, en nous bornant au cas de deux 
variables indépendantes. 

Soit z une fonction des variables indépendantes x, y; 
désignons par 
. (1) de = pdx + q dy 
la différentielle de z, et par 
{ dp =rdx + sdy, 

(2) 
| d] = $ dx + tdy, 


” les différentielles de p et q. 
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Si l’on pose 
(3) 


on aura 





du = (p dë + q dy — dz) + x dp + ydq, 
ou, à cause de la formule (1), 
(4) du = zdp + y dq. 


En outre, si l'on résout les formules (2) par rapport à 


dx et dy, il viendra 


(5): 


dy => 


La transformation de Legendre consiste à prendre p, 
q, u pour variables, au lieu de x, y, z et à choisir p et q 
pour variables indépendantes. Alors la formule (4) montre 
qùe x et y sont les dérivées partielles de u par rapport à p 
et q respectivement; ainsi l’on a 


du du . 
(6) RE NS oi | 
. t -s 
ensuite les formules (5) montrent que — :- - z 
H — 4 rt —s° 


r . . 
mp ont les valeurs des dérivées partielles 
— $ 


dr dr ody dy, 


r | 


dp dq g dp L dq a 


on a donc "g 
d'u t d'u —s du ` r 
(7) = = -= = 


ap n=? dpdg n= dp n=s. 
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d’où l'on conclut 

(8) d'u d'u d'u + 1 
dp dq’ dp dg}) 

Les formules (7) et (8) font connaître les dérivées r, s, t 

en fonction des dérivées de u relatives à p et gq. 


94. Si l’on veut prendre x et p pour les variables indé- 
pendantes, les diflérentielles totales de y et de q tirées 
des formules (2) seront 


I r 
dy = — dp — - d. 
dy 7P 74 


rt— s 
— dx; 
s 


t 
Som d amis 
dq : ip 
les formules (1) et (4) feront connaitre ensuite les diffé- 
rentielles totales dz et du. La dernière des formules 
précédentes nous donne 


dans l'hypothèse de p et x variables indépendantes; donc, 
si la différence rt — s* est identiquement nulle, on aura 


Cela montre que q ne dépend pas de x et qu'ainsi cette 
quantité est une fonction de la seule variable p. Dans ce 
cas les quantités p et g ne peuventypas être prises pour 
variables indépendantes ; aussi les formules de la transfor- 
mation de Legendre deviennent-elles illusoires. 
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CHAPITRE V. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. 


Notions préliminaires sur les séries. 


95. Qn nomme série une suite illimitée de quantités 
qui se succèdent suivant une loi quelconque. Nous ne 
nous occuperons ici que des séries dans lesquelles tous 
les termes sont des quantités réelles. 

Une série 


Ugy Usg Use s Unig ses 


est dite convergente lorsque la somme 
Sa = Us + U, ++... + Un 


des n premiers termes tend vers une limite finie et déter- 
minée S, à mesure que le nombre n augmente indéfini- 
ment. La quantité S est dite la somme de la série; la dif- 
férence S — S, est le reste de la même série bornée aux 
n premiers termes; en désignant par R, ce reste, .on a 


S = S, + Ra. 


Une série est divergente lorsque la somme des n pre- 
miers termes croit au delà de toute limite, à mesure que nz 
augmente indéfiniment, ou bien lorsque cette somme ne 
tend vers aucune limite déterminée. 

Ainsi la progression géométrique 

a, ax, AT’, AZ',.. 


y} 


est une série convergente, toutes les fois que la valeur 


$ 
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absolue de la raison x est inférieure à-l’unité, car la 4 


somme des nz premiers termes est 


et cette somme tend vers la limite 


a 


s= —— 


I — £ 


quand z tend vers l'infini. Mais la même progression est 
une série divergente, lorsque la valeur absolue de x est 
supérieure à 1; car, dans ce cas, la sommes, croft au delà 
de toute limite. Elle est encore divergente, pour la même 
raison, lorsque x = 1; enfin, dans le cas de x = —1, 
S, ne tend pas vers une limite déterminée et la série ne 
doit pas être regardée comme convergente. 


96. Taéonime I. — Si la série 
llos is Hyss es Mnoge. 
est convergente, la somme 
Ha + ue. + Up 


tend vers zéro, quel que soit p, quand n augmente in- 
définiment. 

En éffet, désignons par S la somme de la série ou la 
limite vers laquelle tend la somme 


S, = ++... + lai 
de ses n premiers termes. La différence 
1} S—S, 


tendra vers zéro quand z tendra vers l'infini, et la même 
chose aura lieu pour chacune des p différences 


{a} S — Speis S— Sun, S — Snapo 
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Si l'on retranche ces différences (2) de la différence (1), 
on obtiendra les résultats 


Su a Sa, Saa: +. Sn ...9 Snp + Si, 
qui s’annuleront aussi pour n = œ . Or on a 


S 


Ses — Sn = ltn, 


Sara — Sn = Un + Unis 


Sntp — Sn = Un + Ungi He 5e H larp 


donc 1° les termes d’une série convergente décroissent 
indéfiniment, de manière à avoir zéro pour limite; 
2° la somme de tant de termes que l’on voudra pris à 
partir du n°" tend vers zéro quand n augmente indé- 
finiment. 


97. Taéonime I. — Réciproquement, la série 


las His Usoy piges 


est convergente lorsque la somme 
Un Urpi H. + Upp 


tend vers zéro, quel que soit P; quand n augmente in- 
definiment. 


En effet, désignons par e une quantité positive aussi 
petite que lon voudra, et par S, la somme des n pre- 
miers termes de la série. Comme la différence 


Ss+p — Sp = u, + Hapi to. + Un+p 


tend vers zéro, quel que soit p, par hypothèse, quand z 
tend vers l'infini, on peut donner à z une valeur déter- 
minée assez grande pour que la différence dont il s'agit 
soit comprise, quel que soit p, entre — £ et +e. On aura 


donc 
SL L Sa H 6 
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Cela posé, le nombre n restant invariable, faisons tendre p 
vers l'infini, la somme S,,, restera toujours comprise 
entre deux quantités déterminées S,—e, S,+e dont la 
différence 2e est aussi petite que l’on veut; d'où il suit 
évidemment que S,,, tend vers une limite déterminée 
quand p ou n + p augmente indéfiniment. 

Cette démonstration acquiert plus de clarté quand on 
lui donne une forme géométrique. Soit O un point fixe 
d’un axe Or. Prenons sur Ox à partir de O une lon- 
gueur ON = S,„, puis faisons AN = NA' = ¢; prenons 
aussi OP = S,„+p, le point P tombera entre A et A'. Ainsi 


o À NP? y g 








la somme S,., des 7 + p premiers termes de notre série 
peut être représentée par une abscisse dont l’extrémité 
tombe constamment entre deux points donnés A et A’; 
elle est donc finie; mais de plus elle est déterminée, car 
la distance AA’ peut devenir moindre que toute longueur 
donnée. 


ConozLaine I. — Une série us, u,, us,... est con- 
vergente lorsque les valeurs absolues de ses termes 
forment une série convergente U,, U,, U,,.... 


En effet, la série U,, U,, U;,,... étant convergente, la 
somme U,+U,,,+...+U,,,_, tend vers zéro, quel 
que soit p, quand n tend vers l'infini; donc la somme 
Un + Uppi Hess + Unzp=s tend aussi vers zéro, car sa 
valeur numérique ne peut être supérieure à la somme 
précédente. Il s'ensuit que la série proposée est conver- 
gente. 


Corortame II. — Lorsqu'à partir d’un certain rang 
les termes d'une série sont alternativement positifs et 
négatifs, il faut et il suffit, pour la convergence de la 
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série, que les valeurs absolues des termes décroissent 
indéfiniment. 


Le décroissement indéfini des termes est, comme on 
l’a vu, une condition indispensable pour la convergence 
d’une série; dans le càs que nous examinons, cette con- 
dition est suffisante. 

En effet, soit la série 


Has Big aps os Unis ess 


et désignons généralement par U, la valeur absolue de 
ün, On aura, si n est suffisamment grand, 


E (us + ay +. + Mis) = U, — Us +... EU, 


Le second membre de cette formule peut être écrit des 
deux manières suivantes : 


(U, — Ungi) + (Usa — Uno) + 0 os 
U, — (LL ani Uns) yae (Urs e U,+) si 


on voit que la valeur de 
E (un + tiai + + Ungpns) 


est comprise entre zéro et U,; donc elle tend vers zéro, 
quel que soit p, quand n augmente indéfiniment, puisque 
Von a, par hypothèse, lim U, =o. Donc la série est 
convergente. 


98. On ne possède point de criterium pour décider 
en général si une série donnée est convergente ou diver- 
gente. Il faut, dans chaque cas, chercher à comparer la 
série que l’on doit considérer à d’autres séries dont la 
convergence ou la divergence est établie, et à cet égard 
nous pouvons démontrer une proposition de laquelle nous 
tirerons plusieurs conséquences importantes. Cette pro- 
position se rapporte aux séries dont tous les termes sont 
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positifs, mais les règles qui en découlent sont applicables 
à toutes les séries, en faisant usage du corollaire I du 


n° 97. 7 


Taéonème II. — Si la première des deux séries 


CAs Vis Pins os Vaisoo os 


dis Ms MS ur ass 


dont tous les termes sont positifs à partir d'un certain 
rang, est convergente et que l’on ait constamment 


1, US 


pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre 
donné, la deuxième série sera également convergente. 

Pareillement, si la première série est divergente et 
que l’on ait constamment 


Un > ny 


pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre 
donné, la deuxième série sera également divergente. 


Dans le premier cas, la somme 
' Pa H Papi tese + Pa+p—i 


tend vers zéro, quel que soit p, quand z tend vers l'infini; 


donc la somme 
Un + Ungi H- + Ungpis 


qui est formée de parties respectivement moindres, tend 
aussi vers zéro, et par conséquent la deuxième série est 
‘convergente. 

Dans le deuxième cas, la série uo, ts, u,,... ne saurait 
être convergente, car autrement la série Vo, Pi, Veye.. 
serait anssi convergente; d'après ce qu'on vient de dire, 
ce qui est cônitraire à l'hypothèse, 


ConroLLaire I. — La série ussu,, us... dont tous les 
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termes sont positifs, est convergente si pour toutes les 
valeurs de n supérieures à une certaine limite on a 
ünsi 


<k, k étant une quantité inférieure à l'unité. 
ltn 


En effet on a, par hypothèse, pour les valeurs de » 
suffisamment grandes, 


i 





SR Ee E a aa T 


u Unyi Uapi 


d’où, par la multiplication, 
u 
mar d <k, ou n+p < ÀP uni 
Un 


il résulte de là que les termes de la série proposée 
llas Us Us es lng Ungrs Untar. -+y 


sont, à partir du n” rang, inférieurs aux termes corres- 
pondants de la série | ‘ 


Us Bis Use Upp Kitay Ans... 
Or cette dernière est convergente et elle a pour somme 
lin P 2 
S, + p donc la série proposée est elle-même conver- 


gente. 


ConozLaire I. — La série u,, tti, u,,..., dont tous 
les termes sont positifs, est convergente si le rapport 
Unyi 


E tend vers une limite déterminée œ inférieure à 1, 


quand n tend wers l'infini. 





n+l 


. u i . > 
En effet, puisque le rapport — tend vers Ja'limite z, 


. u . » + ` x 
la différence —*| — x restera inférieure à tout nombre 
u . 


0] 


donné pour les valeurs de z supérieures à une certaine 
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limite; donc on peut assigner une quantité k comprise 
entre æ et 1, et telle que l'on ait constamment 


ln 
-t <k; 
Un 
e . . 
on est alors dans les conditions du corollaire I, et par 
conséquent la série proposée est convergente. 
. . lingi 
Remargue. —- Lorsque la limite du rapport ~= est 
lin 


supérieure à 1, la série est toujours divergente, puisqu’a- 
lors les termes ne décroissent pas indéfiniment; mais 





Ungi 
(2 


quand on a lim = 1, la série peut être convergente : 


t n 
la proposition précédente n’apprend rien à cet égard. 

ConozLaire III. — La série u5, u,. u,,..., dont tous. 

3 £ 
les termes sont positifs, est convergente si pour les va. 
rs ` . se nj 

leurs de n supérieures à une certaine limite on a Vu, < k, 
k étant une quantité inférieure à 1. 

En effet, on a 

Un L A" 

pour les valeurs de z suffisamment grandes; donc les 


termes de la série sont, à partir d'un certain rang, infé- 
rieurs aux termes de même rang de la progression 


1, 4, Bica: 
celle-ci étant une série convergente, la proposée est elle- 
mème convergente. 


Conozzaine IV. — La série us, ús, Us... dont tous 


les termes sont positifs, est convergente si Vu, tend vers 
une limite déterminée « inférieure à 1. 

Car on peut assigner une quantité k eomprise entre x 
et 1, et telle que l’on ait 


Vus CA 
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pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine 
limite. 


99. ExemrLe I. — Considérons la série 


I 1 
—— + — + — +... + 
p+? 2! +P 31+e n't? 





où p est un nombre donné. Le rapport 


Ungt n \'+e 
u, \nan+ + 


a pour limite l'unité, et le corollaire II du numéro précé- 
dent est insuffisant pour le cas actuel. Le corollaire IV ne 
donne lui-même aucune lumière; car ona » à 





Va, = n j log Vas = — (1 + p) 28"; 


. logn e 
la fraction —°— tend vers zéro, comme on le constate 


au moyen d'une règle qui sera donnée plus loin, et par 
conséquent Vu, tend vers l'unité. Mais le théorème III 
(n° 98) convenablement appliqué va nous permettre de 
reconnaître dans quels cas la série proposée est conver- 











gente. 
Posons 
RER 
u; = To’ 
1 
u, = — - 
a't P 3'+P 
I t 
(1) { u — — | ? 
4'te 5'+P 6'+e mit p 
nn sssao’ . . LS ...>» , 
T I 
Um = — = - 
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on aura évidemment 


I 
u, < 2 x are ou Er 
<4 x 1 1 
u 2 PTE o 
2 ge ( p)? 
EE EA ET | 
Un LI" X o : 
m » Ne de A VERS 
(2) Te (2°) 
aaRS ENE AD 
par conséquent, dans la série 
P E E T 


les termes sont moindres que ceux qui occupent respec- 
tivement les mèmes rangs dans la série 


I 1 1 
1, en Fat? FR PA 
aP (2) (2P) 
Or cette dernière est convergente quand p est positif, 
donc la proposée est elle-même convergente dans la 
mème hypothèse. 
Posons, au lieu des formules (1), 








Us = + 
I 
ü, = ——) 
a't P 
1 
G= gtp Fe 
(2) 
St 1 1 ! 
a 5'+P 6'TP n'TP g' +e 
s.es RE sotalol > ss... ? 
1 i 1 
= —— + he + 
(a+) tP (ami + 2) TP (27 TA 
PNR RE Sera 


... — Dm mm a 
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on aura f 
15 1° 

2 x Sea 

U, > 2 pre ou > a 

ý GSX k u > Ecto 

-g g'+e 2 (22) 
© a > te ! ou > = ; 
COS a (aef 


donc, dans notre série 


Mis in issus an ous 


les termes sont supérieurs à ceux qui occupent respecti- 
vement les mêmes rangs dans la série 










Or celle-ci est dyergente quand p est” ul o 
s 2 1e P i 

. donc la série proposée est elle-même di He dans 

eette hypothèse. D 


100. Exemrze II. — Les séries 


æ x? 2 
1+- + — + + ..., 
I t3 1.2.3 
t 
1+ m 
159” f12.3:4 j 


o 4 as 
ESS kadh 


A 
sont convergentes quel que soit x; elles restent même 
convergentes quand on réduit chaque terme à sa valeur 
absolue. Effectivement, le rapport d'un terme au précé- 

1. j ha Lio à 


Le 
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dent a pour valeur, dans ces séries, 


et il tend vers la limite zéro quand z tend vers l'infini. 


101. Exempce III. — La série 


x x? à x? at 4 
RE SU DT Ds - 
esl convergente tant que Tr est compris entre — 1 et + I, 


Hiin i 
car le rapport —® a ici pour valeur 
lin 





et sa limite, pour n = œ , est — x. Il est évident que la 
série est divergente, quand la valeur absolue de x est 
supérieure à 1. Pour x = +1, la série est convergente 
parce que les termes décroissent indéfiniment et sont 
alternativement positifs et négatifs (n? 97, corollaire II); 
mais elle ët divergente pour x = — 1 (n° 99). 


402. Parmi les séries convergentes, il faut distinguer 
celles dont la convergence est due uniquement au décrois- 
sement des termes, et celles dont la convergence ne ré- 
sulte que de la succession des signes; les séries de la 
première espèce restent convergentes quand on remplace 
chaque terme par sa valeur absolue, tandis que les autres 
deviennent divergentes quand on prend tous leurs termes 
avec le mème signe. Il importe de remarquer que la 
somme d’une série convergente de la deuxième espèce 
dépend de l’ordre dans lequel les termes sont écrits. 

Considérons par exemple la série 


(1) 1—5 
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qui est convergente {n° 97) et qui devient divergente 
quand on prend tous les termes avec le signe + (n° 99). 
Formons une deuxième série avec les mêmes termes en 
reculant les termes négatifs de telle manière que chacun 
d'eux soit précédé et suivi de deux termes positifs; notre 
deuxième série sera 
1 I I I 

(2) SE CE Gt QE. 
je dis qu’elle est convergente et qu’elle n’a pas la même 
somme que la première. 

D'abord la série (2).est convergente, car on peut réunir 
en un seul les trois termes consécutifs 


I 1 . Li 
fna rs an 





dont la somme 
__Ba—5 
F 32w — 320 + ön 


BETER a Ts 
est inférieure à — dès que n est plus grand que 1; notre 
ni 


série étant écrite de cetie manière, ses termes finissent 
par rester inférieurs à ceux de la série | 


NE — +... TT Ër 
qui est convergente (n° 99); par suite elle est elle-même 
comyérgente.  ; 

+ 


Mäintenant arrêtons les séries (1) et (2) au terme — z 


et désignons par S,, S, les sommes des termes conservés, 
on aura 


aR 

, 1 Dé 1 A 
Si — S S + 0 Hs + —; 
2R+T 28 +3 4n —1 


10. 


be de 
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les n — 1 termes de cette formule forment une suite dé- 
croissante; on a donc 


s= s> 7, N OE A 








~i an +1 
. r . $ . n —t 
Quand z augmente indéfiniment, les fractions TTN 
dt —— 1 
1 1 
1—- 1—- 
n —i n n ._ o 
ou ; tendent vers les limites respec- 
2n +i 


I I 
4—1 a+! 
n n 
e 1 1 . 7 
tives 7 et =; si donc on désigne par S et S' les sommes 
des séries (1) et (2), on aura 


s-s>7 et S—s< +; 


les séries (1) et (2) n’ont donc pas la même limite. 
Il peut même arriver que deux séries formées des mêmes 
termes pris avec les mêmes signes soient l’une conver- 
L . n > . 
gente, l’autre divergente. Les deux séries 


(3) tes —... 





j 1 1 I 1 
A 
(4) ea iba aaar =a er T A s AA 
V3 V2 V5 V7 vá 
en offrent un exemple; ici les valeurs absolues des termes 
sont les racines carrées des valeurs absolues des termes 
correspondants des séries (1) et (2) ; les signes sont respec- 
tivement les mêmes que dans ces dernières. La série (3) 
est convergente (n° 97) à cause de l'alternance des 
signes + et — ; je dis que la série (4) est divergente, En 
effet, soient S,, S, les sommes obtenues en arrêtant les 
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, o I 
deux séries au terme — ——; on aura 
2n 
I I E 
Si — S, = > + - = ea e 
V2n +1 y2rn+3 Van — ı 


le dernier des n — 1 termes de cette formule est plus petit 
que les autres. On a donc 


Le a ou > Var —ı rs LP 
vá n—1 4 47 
n 
E 
le facteur ——" a pour limite : et le facteur Ÿa—1 
4 m ds 
n 


a 
devient infini pour n = œ ; donc S, — S, croît au delà 
de toute limite, ct il en est de même de S;. 


103. Les détails dans lesquels nous venons d'entrer 
étaient nécessaires pour bien apprécier l'importance du 
théorème suivant qui se rapporte aux séries de la première 
espèce. 


Tuéorëme IV. — Lorsqu'une série est convergente et 
qu'elle reste convergente quand on y remplace chaque 
terme par sa valeur absolue, on peut intervertir d'une 
manière quelconque l'ordre des termes sans altérer la 
convergence ni la somme de la série. 


Soit la série convergente 
(1) M di, Maps ses baayni 


et supposons que les valeurs absolues de ses termes forment 
aussi une série convergente 


(2) D DES UE 
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je dis que la série 


(3) Us Ugy Unes Mises 


dans laquelle les indices «, B, 7,..., se succèdent suivant 
une loi quelconque, est eonvergente et a la même somme 
que la série (1). 

En effet, prénons dans la série (3) un nombre de termes 
assez grand pour que les n premiers termes de la série (1) 
s’y trouvent compris, on aura 


(4) ug tug Hu, +... +u, =u tu... + ER, 


en représentant par + R la somme de ceux des termes 

u» Ug,- +» uU, dont l'indice est supérieur à n — 1. Si u,, 

ü,» U,» - -, U, désignent ces derniers termes, øn aura 

= ER = upt tyt t+.. HU, 

et, par conséquent, 
R<U, +U +U +... +U. 


Soit R, le reste de la série convergente (2) arrêtée au 
terme U,„_;, c'est-à-dire la somme de la série 


U, + Ungi + Une: + Une +..., 


comme les indices p, g,r,...,s sont tous supérieurs à 
n — 1, On aura ; 
R<R, ou R=90R,, 


0 étant une quantité comprise entre o et 1. Par consé- 
queùt, si S, désigne la somme des z premiers termes de 
la série (1), la formule (4) deviendra 


u, Hug Hu, +... + a, =S. £ 0R,; 


quand le nombre n tend vers l'infini, R, tend vers zéro, 
par hypothèse, puisque la série (2) est convergente; d’ail- 
leurs S, a pour limite la somme $ de la série (1); donc la 
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somme 
Ut gH u, Hrt t, 


tend aussi vers la limite S quand le nombre des termes 
augmente indéfiniment. 


104. MvurtirLicarion Des séries. — Tutorème V. — 
Soient 


(1) haa Mia Uio og aipa 
(2) Von Pig Cryessg Vamist- 


f 


deux T convergentes ayant respectivement pour 


sommes Set S' et qui restent convergentes quand on y 


remplace les termes par leurs valeurs absolues, la série” 
(3) Was Mis Magog Wonipooes 
dont le terme général ,, a pour valeur 

Wm = Mg Var F Ui Cai + Ua Vm Ho 0 0 Um 4 Vi + Um og 


est convergente et elle a pour somme le produit SS des 
sommes des premières séries. 


. 
Désignons par $,, S}, Sh les sommes obtenues en ajou- 
tant les n premiers termes dans les séries (1), (2), (3): 


on aura 
Sa = thy H H th +. + as 
S = o, H o o H.E Onas è 
et 
S = ay H w H n e H Wnai 
ou 
Sh = ten H (i0, + tiv) + tov + u, o + an) +... 


+ (ue Par H U Vai H. o o + Un Po). 
Nous supposerons d'abord que les termes des séries (1) 


et (2) soient tous positifs. Alors le produit S, S, contien- 
dra tous les termes de S; avec d'autres termes positifs; 
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on a donc 
Sa Sp, > Sh; 


en outre, si l’on désigne par 7m le plus grand entier contenu 


n —i n Pn E 
EL il est évident que tous les 





n . n 
dans -; savoir — ou 
2 2 


termes du produit S, S, feront partie de ceux qui com- 
posent S; ; on aura donc 


Sn Sia < S; À 


Maintenant, si l'on fait tendre » vers l'infini, m tendra 
aussi vers l'infini. Les quantités S, et S„ tendront vers la 
limite S, S, et S,, vers la limite S'; donc Sù, est comprise 
entre deux quantités qui tendent l'une et l'autre vers la 
limite SS'; en conséquence, Sf, tend vers une limite déter- 
minée S", ét l’on a 

S” = SF’. 


Supposons maintenant que les séries (1) et (2) ren- 
ferment des termes positifs et des termes négatifs, mais 
qu’elles restent convergentes quand on y remplace chaque 
terme négatif par sa valeur absolue. 


On a 


S, Sp, — Sp = uns Cumi + (ln na + naa ns) ose 


+ (Upi M H Uaa Pr Ha o o M Paa H U, Va) 3 


` et nous venons de voir que cette quantité tend vers zéro 


quand n augmente indéfiniment, dans le cas où les quan- 
tités u et v sont positives. Or, d'après notre hypothèse, les 
séries (1) et (2) restent convergentes quand on y change 
le signe des termes négatifs, donc la somme précédente 


1 e 1 
tendra vers zéro avec = l'on y remplace chaque quan- 


tité u ou v par sa valeur absolue. Or un tel changement 
ne peut que diminuer la valeur absolue de la somme que 
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nous considérons, et par conséquent on a , 


‘lim(s,S, —S;)—o, 


pour n = œ . Ainsi S, tend encore vers une limite déter- 
minée S/, et l’on a 
. Ss” = SS’. 

RemdrQuE. — Il est très-important de remarquer que 
le précédent théorème ne subsiste pas quand les valeurs 
absolues des termes des séries (1) et (2) ne forment pas 
des séries convergentes. Il suffit pour s’en convaincre de 
prendre pour chacune des séries (1) et (2) la suivante : | 


1 I 1 I 
I — —— 


+- m Hs e: 
Va V3: V4 V5 hs 
on reconnait immédiatement que, dans cet exemple, la 
série (3) est divergente. 


Expression de la valeur que prend, pour =, + h, 
une fonction qui annule, avec ses n — 1 premières 
dérivées, pour x = x. 


105. Soient f(x) et F(x) deuk fonctions Aë% qui 
restent continues pour les.valeurs de x comprises entre 
x, et rot het qui aient, pour ces mèmes valeurs, des 
dérivées déterminées. Si [a dérivée F’ (x) ne peut devenir 
nulle ou infinie que pour les valeurs extrêmes x, x, + A, 
on aura, d’après le théorème dwn? 47, 


Sith fes) PEER) 
E(t A) F(z)  F(n+ h,) 


Un désignant ú une quantité compriséentre zéro et h. Dans 
le cas où l’on a 


f(x) = 0, F(z) = 0, 
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la formule précédente se réduit à 


Ji +4) _ J'(r+ hi) 


(1) Ffr, th) Fn +h) 


Supposons que les fonctions f’ (x), F’ (x) restent con- 
tinues pour les valeurs de x comprises entre x, et r, +4, 
qu’elles aient dans cet intervalle des dérivées déterminées 
J'{x), F" (x), et que F” (x) ne puisse devenir nulle ou 
infinie qu'aux limites rs, r, + 4. Si l'on a 


S'{m)=0, F'(r)—=0o, 
on aura aussi, d'après ce qui précède, 


S'A r+ 4) mg S" (rs + Aa) 
E r, +4) E r, + h) 





h, étant une quantité comprise entre zéro et À,. 

Supposons généralement que les fonctions f (x), F (x) 
restent continues pour les valeurs de + comprises entre 
X, et x, + h, ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'à celle 
de l'ordre n— 1 inclusivement, que les dérivées d'ordre z 
aient des valeurs déterminées et que la dérivée F™ (x) 
ne puisse être nulle ou infinie qu'aux limites rs, To + h. 
Si l’on a 


Fien) =o f'(m)=0,..., fr =a, 
F(n)=o, Fm)—o…, F0- (2,)=0, 


on aura évidemment, par l'application de la formule (1), 


Fat) Seth) fn) Frot hn) 


F(r,+4) CF a+) — F” Hath) LT Fi (+4) 

hi, hs,..., h, étant des quantités de mème signe et dont 
les valeurs absolues forment une suite décroissante. Si 0 
désigne une quantité comprise entre o et 1, on pourra 


poser 
h,—6h, 
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et l’on aura 
{re + h) PO (es + 04) 
(2) Fla +4) — Foie +04) 





Faisons maintenant 


F(z) = (za), 

d'où ; ` 
F™ (x)= n(n — 1)... (rn — m + 1) (£ — r ,; 

et 

RO (2) =i. a.S A 


i be + + 
les conditions auxquelles F (x) a été assujettie seront 
toutes remplies, et la formule (2) donnera 


(3) Sa +#)=- = 





= f (2. +04). 


Cette formule (3) est celle que nous voulions établir. 
Elle suppose la continuité de f (x) et des n — 1 premières 
dérivées de cette, fonction pour les valeurs de x comprises 
entre x, et x, + h; elle exige en outre que la dérivée 
d'ordre n ait une valeur déterminée pour chaque valeur 
de x comprise entre les mêmes limites, et que l’on ait 


(4) f(x)=0, J'(m)—0,..., f(x) 0. 


Si toutes ces conditions sont remplies et que À soit pris 
pour infiniment petit principal, f(x, + h) sera un infi- 
niment petit de l’ordre n. On dit alors que l'équation 
f{x)= 0 admet la racine x, avec un degré de multi- 
plicité égal à n. 


Formule de Taylor. x, 
106,S0itF (x) une fonction de la variable x qui reste 


continue ainsi que ses m— 1 premières dérivées pour les 
valeurs de x comprises entre Ty et x, + h, et dont la dé- 
rivée d'ordre n ait une valeur déterminée. Désignons 


(2) 
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par 9 (x) le ns de i n—1, 


— 2) 


o(r)=F(x) ( z) + EE? F” (z) + 





(1) 


la dérivée d'ordre m de ce polynôme sera 


TI — 


g™ (2) = F™ (x) + Te pit (a)... 





! 
{z — r) 


+ — FU (x), 
1.3. (nu — m— 1) 


et,en faisant x = x, dans les deux formules précédentes, 
il viendra 
Q (£e) — (x) gt") (rs) = Ft (x,). 
Il résulte de là que la formule (3) du numéro précédent 
est applicable à la fonction 
JT =F()— (x), 
car toutes les conditions qu’exige cette formule sont rem- 
plies. On a donc, à cause de ọ™ (x) = 0, 
h" 
F(x, + 4) — (z, + h) = r y F'(xz+ 6h), 


8 étant une quantité comprise entre o et 1. La valeur 
de ọ (xo + A) est donnée par la formule (1), et l'on a 


F(z, + h) = F (2) + - tp (zf E F(a) +... 


asm he 


nE — P (x) + — -F (x, + 04h). 
1,2... 


(ri) 
Nous remplacerons Xa par x et nous écrirons 
í \ \ h { h 72 k 
F(z+4h)=F(r)+ -F'{x) + — F'{z) +... 
(3) | 1 1.2 


Ar~ 
| + LOO pa a) + Re 
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en posant 

Ar 
4 R, = —— Ft) oh). : 
(4) LB.. A (z+ g 





La formule (3) suppose, nous devons le répéter, que la 
fonction F et ses n — 1 premières dérivées soient con- 
tinues pour les valeurs de la variable comprises entre x 
et x + h, elle exige en outre que la dérivée d'ordre n ait 
une valeur déterminée. à 
Supposons maintenant que toutes les dérivées succes- 

sives de la fonction F satisfassent à la condition de la 
continuité et qu’en outre la quantité R, tende vers zéro, 
quand » tend vers l'infini, on aura, par la formule (3), 

(5) Fi — Fir) TRE h ur. h mw 

(5) (æ +h) =F (a) + 7 F(z) + Re) EP (2) +... 
Cette formule (5) est celle de Taylor; elle donne le dé- 
veloppement de F (x+h) en série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières et croissantes de , quand 
les conditions que nous avons mentionnées sont rem- 
plies. La quantité R, déterminée par la formule (4) est 
le reste de la série; cette formule (4) fait connaître ainsi 
des limites de l'erreur commise quand on arrête la série 
au n° terme. 


107. AUTRE FORME DU RESTE. — On peut donner au 
reste R, une forme différente de celle à laquelle nous 
avons été conduit et qui est souvent utile. Pour l'obtenir, 
remplacons k par z — x dans la formule (3); le reste R, 
deviendra une fonction de x et de z, mais nous le dési- 
gnerons simplement par f (x). On aura 


— g (z — æy 
— F’ (£) + — F’{r) +... 
1 1.2 


. i 


| (z — r)! 
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et si l’on prend les dérivées des deux membres par rap- 
port à x, en regardant z comme une constante, il vien- 
dra, toutes réductions faites, 


(7) Pa) E Fea). 


t.2... (A— 1) 





La fonction f'(x) qui est définie par la formule (6) est 
continue, par suite de nos hypothèses, pour les valeurs 
de la variable comprises entre xet x+h=z; ona 
donc (n° 14), en désignant par 8 une quantité comprise 


entre o et I, 
Siz) — f(r) = {z — x) f' [x + 0(z— x), 


ce qui n'est au surplus que la formule de Taylor bornée 
au premier terme et complétée par le reste. Or, d’après 
la formule (6), f (x) s’annule pour x = z; donc on a 
(8) Six) = — {2 — x) f' [£+ 0 (2 — z). 


Si l’on remplace x par x +68 (z— x), la formule (7) 
deviendra 





Repose — LT I pen) (2 — 
S'Er +01 r)| su Fm) {x + 0(2—x)), 


et la formule (8) donnera ensuite 


(10) R, — - a FC (2 + 0h). 
La quantité désignée par 6 dans cette formule n’est pas læ 


mème que celle de la formule (4); mais elle est comme 


celle-ci comprise entre o et 1. 


ms sde Mn hi: 
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108. Si lon pose 
y= F(z) ' 
et 
Ay = F(r + À) — F(x), 
les quantités 


hF'(x), PE” (z); WR" (zh. 
seront précisément les différentielles successives 
dy, d'y, d'y,... 
de la fonctioh y. Si l’on désigne en outre par 
dy 


Ja quantité 4” F" (x +0h), qui est la différentielle n?” 

de y répondant à une valeur de la variable comprise 

entre x et x + h, la formule (3) du n° 106 deviendra 
dy dy dey d'y 


AT = dy + — + se ee mee <} aeae Sae 
1.2 1.2.3 1.2... (7—1) 12. N 








Si l’on suppose que À ou dx soit un infiniment petit 
et qu'on le choisisse pour infiniment petit principal, dy, 
d'y,..., d'y seront des infiniment petits des ordres 
respectifs 1, 2,..., (z — 1); parcillement d*y sera en 
général un infiniment petit de l'ordre z. 


Remarques sur la formule de Taylor. 


109. 1° La formule (3) du n° 106 peut être exacte 
jusqu'à une certaine valeur de », puis devenir inexacte 
our des valeurs plus grandes. Soit, par exemple 
p d l plus grandes. Soit, p ple, 


F(x) = (x — r)" (2) + dx), 


p élant un nombre positif fractionnaire, et Jes fonctions 
o (x), Y (x) étant continues ainsi que leurs dérivées pour 
les valeurs de x comprises entre To et ry + h. Si m est 


~à 


£ 
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le plus grand entier contenu"dits. bo la formi b- 
sistera pour x = Xo, pourvu que m e soil pas su 
à m, car la (m + 1)“”° dérivée aa w devient infinie 
pour £ = T. 

2° Jl ne suffit pas que le second aE de la formule 
de Taylor soit une série convergente pour qu’on soit en 
droit d'affirmer l'exactitude de’ cette formule. Par exem- 


ple si l’on pose 


F(z)=f{r)+e (575, o 


f (x) étant une fonction à laquelle la formule de Taylor 
est applicable dans l'hypothèse de x= 79, on aura, quel 
que soit z, 


FEM) (r) = f ™ (z), 


par les règles qui seront établies plus loin. Ainsi, dans 
cet exemple, le second membre de la formule (5) du- 
° 406 convergera vers la limite f(x, +) et non pas 
vers F (x, + 4). Pour pouvoir faire usage de la formule, 
il faut donc avoir établi que le reste R, tend vers la 
limite zéro, ; 
3° Si lon arrète la série de Taylor à un terme quel- 
h~ Fe- (x) 
1.2... (n — 1) 
prendre 4 assez petit pour que ce terme surpasse en va- 
leur absolue le reste R,. En cffet, on a R, = un + Rn, 
d’où 


conque u, = qui ne soit pas nul, ôn peut 






{x 0h) — FUO (x) 
F1) (x) ? 


nt pétit en mème temps que +; il 
sera donc moindre qu’une quantité quelconque donnée, si 


ce rapport est infin 


l'on donne à 4 une valéur suffisamment petite. 
4° Si pour chaque valeur de la variable comprise 
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entre x et x -+h la dérivée d'ordre n`de F reste finie 
quel que soit n, la formule de Taylor a lieu nécessui- 
rement, 

En effet, l'expression du reste peut se mettre sous la 


forme 
R, — h A h, ‘ À EM {æ 08). 
1 2 3 n 
Quelle que soit la valeur donnée de k, le nombre à de 


celles des fractions 


qui sont inférieures à une quantité donnée «, est limité. 
Désignons par P, le produit de ces į fractions multiplié 
par F™ (x+ 0h), qui est par hypothèse une quantité 
finie, il est évident que la valeur absolue de R, sera infé- 
rieure à la valeur absolue du produit P, x‘. On peut 
prendre ‘pour a une quantité quelconque inférieure à 
l’unité; alors &"-‘ tend vers zéro quand n tend vers l'in- 
fini, tandis que P, conserve une valeur finie; donc R, 
tend vers la limite zéro. 


Formule de Maclaurin. 
110. Si lon fait x = o dans la formule (3) du n° 106 


et qu'ensuite on écrive x au lieu de À, il viendra 


en même temps, les formules (4) et (10) du mème nu- 
méro donneront 


(2) R, = — 


1.2... n 





F" (9x) 
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et 

t — 0-1 
13) R, — a F"(0zx), 


1.2... (2 —1) 


8 désignant dans la formule (2) et dans la formule (3) 
une quantité comprise entre o et 1. Rappelons enfin que 
la formule (1) suppose que la fonction F reste continue 
ainsi que ses dérivées pour les valeurs de la variable 
comprises entre zéro et x. 

Si toutes les dérivées de la fonction F satisfont à la 
condition relative à la continuité et que la quantité R, 
tende vers zéro quand # tend vers l'infini, la formule (1) 
donnera la valeur de F (x) développée en série conver- 
gente ordonnée suivant les puissances entières et posi- 
tives de x, savoir : 





ri 3 
) F(z)=F(o)+ Ž F' (0) + — F" {o} + —— F”(0) +... 
I 1.2 } 1.2 ( $ 


La formule (4) est celle de Maclaurin; la formule (2) 
ou (3) fait connaitre des limites de l'erreur commise 
quand on arrête la série à un terme quelconque. 


RemarqQuEe:— La formule de Maclaurin résulte immé- 
diatement de celle de Taylor, mais la réciproque a lieu 
aussi. On obtient effectivement la formule de Taylor en 
appliquant celle de Maclaurin à la fonction 


flr) =F(z +4), 


et en changeant ensuite h èn x. 

La formule de Maclaurin a lieu, comme celle de 
Taylor, lorsque la dérivée d'ordre n de la fonction F 
reste finie, quel que soit z, pour les valeurs de la variable 
comprises entre zéro et x. 


111. Tout développement d'une fonction F (x) en série 
convergente ordonnée suivant les puissances entières et 
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croissantes de x est nécessairement identique avec celui 
qui est fourni par la formule de Maclaurin. 

Car supposons que l’on ait, par la formule de Mac- 


laurin, 
F(r)= A A e + A:r,..., ` 

et qùe l’on ait trouvé, par une voie quelconqué, 
F(r)=a;+air+ar,..., 


les deux séries étant supposées convergentes pour les va- 
leurs de x comprises entre zéro et une certaine limite X, 
on aura 


A+A,T+A Tr +... =Aa+ar+aist +... 


Cette égalité ayant lieu pour x = o, on en conclut 


k As = ao 
et lon a, par suite, ’ 
À, T + Å, +.. S a, T aAa nn, 
ou 
A + Art.. Sa Haat., 


pour toutes les valeurs de x comprises entre zéro et X: 
L'hypothèse x = o donne ensuite 


i A, = a 
puis 
A +A;rT+...—=a+ux+..., 


cui donne 
et änéi dé suite. 


Pr 

ra Ñ z Sa 5 

Développement de la fonction e* en série ordonnée 
e s suivant les puissances entières de x. 


m x 


A; =a, 


À 412. Les dérivées successives de la fonction e* sont 
égalés à cette fonction et ainsi elles restent finies quelle 
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que soit là valeur attribüée à x. Il résulte de là (n° 110) 
que la fonction e” est développable en série convergente, 
d'après la formule de Maclaurin, pour toutes les valeurs 
de x comprises entre — et ++% . La fonction et ses 
dérivées se réduisant à l'unité pour x = 0, on a | 
+? æ 

1.2 7 1.2.3 





+...) 


} 


3 Tr 
(DO Cai e —- + 
ë I 


et le reste de la série correspondant au 7" terme est 


(2) R, = ———— e", 
g 1:2:,. A 


Si a désigne un nombre positif quelconque et qu'on 
remplace x par xloga, la caractéristique log expri- 


mant un logarithme népérien, il viendra, à cause de 
e* log a = a* 


. cn æloga vloga r'log'a 
iv Tia Has 
et 
f a" log" a 5x 
W Sos a 


113. REMARQUE SUR LE NOMBRE €. — Íl est facile d'éta- 
* blir que non-seulement le nombre e est irrationnel, mais 
aussi, comme l’a remarqué M. Liouville, qu’il n’est pas 
racine d’une équation du deuxième degré à cocflicients 
entiers. En effet, si e est racine d'une telle équation, on 
aura 

zet -=+£7, 
a, 6, y étant des nombres entiers positifs; or on a, par 
les formules (1) et (2), l 








1 ' e? 
e =1 + = + — + —— , 
1. 1.2... (2—1) 1.2 n 
i 1 1 i—i) (— ire 
et = + — — RE ——) 
t 1 r.2 1.2... (0—1) 1.2... A 


+ 


as 


CHAPITRE V: : 165 
8 et À étant des nombres compris entre 6 et 1. La substi- „ 
tution de ces valeurs donne 


d 





1 ; 1 
af t+- H... t aI + —— 
1 1.2...(2 — 1) 14, ..n 


E: -i nr ee np" à 
he (rt... ( ils +! is )=£7 
l 12e.. A — 1) 1.2... # 





puis, en multipliant par 1.2... (z — 1), on a 


ze E(— 1} 6e? 
© = y; 
n 


v. étant un entier. Comme on peut prendre le nombre 7 
: 


Pair ou impair à volonté, on est maître du signe de 
+ (=1)", et en adoptant le signe + on aura j 


aeh + 8e À 
a — 


Cëite égalité ne peut évidemment avoir lieu, car le second 
membre est un nombre entier et le premier membre est 
une fraction positive qui peut être aussi petite que l'on 
veut; donc notre proposition se trouve établie. 


Développement des fonctions cosx et sinx en séries 
ordonnées suivant les puissances entières dex. -n 


114. Les dérivées d'ordre nz des fonctions cos x et sinz, 
sont respectivement 


| r` ; d 
cos | r+ nrn—js Sn | T+ n] 
2 2 


étant la demi-circonférence dont le rayon est 1. Ces 
dérivées restent donc finies quelle que soit la valeur que 
l'on attribue à x, et il en résulte (n° 110) que les fonc- 
tions cosx et sin x sont développables en séries conver- 
gentes, quel que soit x, par la formule de Maclaurin. 


É 
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«+ Pour x =o, les valeurs de la fonction cosx et de ses 
dérivées forment une suite périodique dont la période est 


M O0 —1 O; à 


pareillement les valeurs de la fonction sin x et de ses dé- 
rivées forment une suite périodique dont.la période est 


0O i; O0, —1%. Ss 


On a donc, pour toutes les valeurs de x-comprises entre 
— o et +o, 


rid æ* mm 





RS AS SR ee LE 
7 2 41 
(2) die nes ue sé leu EE O 
D 1:24 1.2...(2m+1) 


Pour avoir le reste de la série (1) arrêtée au terme de 
degré 2m, on peut faire n = 2m + 2 dans la première 
des formes générales de R,, et il vient alors 


(3) Rsp = pa e para) cos[9s + (m<+i)r}]; 
de mème le reste de la série (2) arrĉtéc au terme de 
degré 2m + 1 sera 


TIm 


AÍ —e pen — = = _ 
K (4) Risp = ne ete | OVER]; 


L Si l'arc x est compris entre zéro et 5, et que l’on donne 


; à m les valeurs successives 0, 1, 2, e ., l'expression 
précédente de R;,,,4+ ou de R,,,43 sera iliav 
positive et négative; il s'ensuit que si l'on arrête la 
série (1) ou (2) au premier terme, au deuxième terme, etc., 
on aura une suite de valeurs alternativement plus grandes 
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et plus petites que.cos x ou sinx. Ainsi, en particulier, 





z’ a? st 
REA cosx >> 1 ST cost < 1 — + 300 
sing <r, sinx > UHR sinz <= — æ vak Le . 
1 1.3.3 1 1.2.3 1.2.3.4.5 


Développement de la fonction log (1 + x) en série 
ordonnée suivant les puissances entières de x. 


115. On a, en désignant par la caractéristique log un 
“logarithme népérien, 


dlog{i+r) 1: 


—— = {I m 
dx 1+- (1+2), x 


et généralement 


d” log (1 — x) R 
— —— = (— 1) 1.2... (a —1)(i + z). 

dx Ge yoa \A J(+ z) 
Pour æ= o, ces expressions se réduisent respectivement 
à ret (—1)"7' 1.2... (n—1), log(i+ x) s’'annule; on 





a donc 
r F d w N ag 

(1) log(1 +z) =-— 7 + z —e+(—1) == z +R, 
puis ' o 
(2) ia C 
` nT aa Oz) 
ou 

| —] (1 — Of z” 
(3) a, | ; 





(1+ 8r)" 


si donc le reste R, tend vers zéro quand z tend vers l'in- 
fini, on aura, par la formule de Maclaurin, 


4 


(4) log(1 + z) = = — 


Tg 


Tr 
I 


VIR 
x 


-7+ 
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La série contenue dans cette formule n'est pas conver- 

gente lorsque la valeur absolue de x est supérieure 

à 1, car le rapport du (n +1)" terme au précédent, 


savoir -2, tend vers la limite x quand r tend vers 
Ha 

linfini. Ainsi la formule (4) ne peut subsister que pour 

les valeurs de x comprises entre — 1 et +1. 

Pour reconnaître si le reste R, tend vers zéro quand n 
tend vers l'infini}, nous distinguerons deux cas, suivant 
que x est positif ou négatif. 

1° Si l’on a x >>0, nous emploierons la forme (2) du: 
reste, savoir 

4 os æ ta 

R H ti) ? 


Li x . 
Jorsque x est < 1, les deux facteurs — et | —— ;) tendent 
n 1+0r). 


l'un et l'autre vers zéro quand n augmente indéfiniment; 
dans le cas de x —1, il se peut que le deuxième facteur 
ne décroisse pas indéfiniment, mais il reste toujours infé- 
rieur à 1. Donc le reste R, tend vers zéro et la formule (4) 
a lieu. 

2° Si l’on a x <o, nous emploierons la forme (3) du 
reste, et en posant x= — z, il viendra 


k =. Fe 


imosi r= 0z, 


Lorsque z est < 1, la valeur absolue du premier facteur 
est toujours une quantité finie inférieure à —— ; quant 
1 —,3 


au deuxième facteur, il est inférieur à z"-*, et par consé- 
quent il tend vers zéro quand z tend vers l'infini. Donc 
la formule (4) a lieu pour les valeurs de x comprises 
entre o et — 1. Dans le cas de x = — 1, les deux membres 
de cette formule deviennent infinis (n° 99). 


ka 
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Oñ voit en résumé que la formule (4) subsiste pour 
toutes les véleurs de x comprises entre — 1 et +1, 


Rewanque. — Dans le cas de x positif, le restè R, a le 
zx" 

“signe de (—1)" tet sa valeur absolue est moindre que z> 
d’après la formule (2); ee reste peut donc se Péprsienise 


encore par la formule 
9a 
R, =(= 1}; 
n 
9 étant une quantité eomprise entre o et 1. 


Dans lecas de x négatif et égal à — z, si l'on a z < 1, 
— R, est le produit de deux facteurs positifs qui'sont res- 





pectivement inférieurs à et z"-!, on peut donc écrire 


Az" | x" 
R, — — A ire p ou R,=(— TT 3) 
0 étant toujours une quantité comprise entre o ets. 
Ainsi, l’on a, en désignant ici par x une quantité com- 
prise entre o et 1, et.par 9, # deux quantités également 
comprises entre o et 1, 


97? 
log (1 + z) = Ai es 
s B'r? 
log (1 — x) - ECER 


'. 
Formules relatives au calcul des logarithmes. 


116. CALCUL DES LOGARITHMES NÉPÉRIENS. — La quan- 


tité x étant comprise entre o et 1, on a les deux formules 
š T T 
(1). log(i+z)==—— 


x 
3 
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et, en les retranchant l’une de l’autre, il vient 
. 


. 1+r x è r i 
(3) itta 


Posons, dans la formule (1), x = a ce qui donne 
log (1 + x) = log (N + }) — log N, il viendra 


h h? 0 
) h — 4 D m= — —— -s à à 4 
(4) log(N +4)— logN= ġ— z; tp 


faisons ensuite, dans la formule (3), 


PL d’où Saa nn 
2N +4 1— x N 
on aura 
| log(N + 4) — log N 
(5) h W h f 
l =a 5 3GN+4) SONEA +|: 


Les formules (4) et (5} peuvent être employées pour 
calculer le logarithme népérien d’un nombre N + h, 
quand le logarithme de N est connu. Les séries contenues 
dans ces formules sont très-convergentes, dès que N est 
un peu considérable relativement à 4. On a, en particu- 
lier, pour h = 1, 

1 1 ON 
(6) logiN +1) —logN EN TNT aN 
log (N +1) — logN 


(7) 





1 1 I 
=2 | - - + ee eme à +... le 
[an 3 (2N +1; 5(2N +1) | 
417. MODULE DES LOGARITHMES VULGAIRES, — On a 


. gloss => 10!°8 vulez, 


.4 f 
puisque chacune de ces expressions est la valeur de x; en 


` 
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prenant les logarithmes népériens de part et d'autre, on a 


log.r — log vulgr X< log 10, 
et, en faisant 


LE 


I 
(8) M — og 10° 
il vient 
à log vulgx — logz X M. 


Ainsi l’on obtiendra les logarithmes vulgaires en muki- 
pliant les logarithmes népériens par le nombre constant M 
qu'on nomme module des logarithmes. 

Les formules du numéro précédent fournissent Íe moyen 
de calculer M; d’abord la formule (7) donne, pour N =1, 


N iwica K BS I 1 à L g 
(or loga— (3ta tapt 9. iji 
la formule (5) donne ensuite, en faisant N= 8, h = 2, 


` 1 1 1 
(10) logro = Sloÿa + a(t gt; + 5 s+) 


(11) Sstlepes tit. +a(s+ JL 
‘ M 3 3.3 5.3 9 3g 5.9 


Les séries qui figurent dans cette formule sont suffisam- 
ment convergentes ; mais on peut en obtenir une infinité 
d’autres, dans lesquelles les termes décroissent plus rapi- 
ep Par jg si l’on fait, dans la formule (5), 

= 4096 = 2°, h = 4, d'où N + h = 4100, et, dans 
à formule (7), N = 40 = 2* X 10, il viendra 


log4i + 2 log 10 — 12 log2 + a(z 


1 
og * 32049 ) 


LI 
logéi= log 10 + 2 loga + 2 ( pa- +38 gs +): 


E 
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en éliminant log41 et log2 entre ces équations et l'équa- 
tion (10), il vient 





{1 RS CRE 
“ in A ) 
(2 rep tym tgm) 


= I I 
| A 
Si l’on calcule chaque terme de la formule (11) ou de 
la formule (12) avec vingt-huit décimales, de manière ; 


pouvoir en conserver vingt- cinq dans les valeurs de + 


- et de M, on trouvera 


(13): | = 2,30258 50929 94045 68401 79914..., 
+ M 929 < 799 


(14) M = 0,43429 44819 03251 82765 11289... 


118. CALCUL DES LOGARITHMES VULGAIRES. — Les for- 
mules (4) et (5) s’appliqueront'aux logarithmes vulgaires, 
si lon multiplie leurs seconds membres par le module M. 
On a donc 


log (N + A) — log N M | > 

(15) « 
h h 

| log (N +4) —logN—2M [zx + ; —"— +| 





et, en faisant h = 1, 


| log (N +1) — lbg N=M [š PEETS IÑ —. | 

(16): : ` 
r I 

(N +1 — logN =- Pee D 

log{N +1) — log LE No Fan iÿ t | 

Le module M étant connu, on pourra faire usage des 


formules (15) et (16) pour le calcul des logarithmes 
vulgaires. 
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119. REMARQUE SUR L'EMPLOI DES TABLES DE LOGA- 
RITHMES. — Quand on fait usage des tables de loga- 
rithmes, on suppose que les petits accroiïssements des 
nombres sont proportionnels aux accroïssements corres- 
pondants de leurs logarithmes. Nous allons établir-.que 
cette proportionnalité peut être admise pour l'approxi- 
mation qu'ou prétend obtenir. À cet effet, reprenons la 


formule 


, 8x? 
log (1 + z) = x — E 


obtenue au n° 145, et dans laquelle x désigne un nombre 
donné compris entre o et 1, 8 une quantité positive infé- 
rieure à 1#Multiplions le second membre par le module M 
afin de passer aux logarithmes vulgaires, et remplaçons x 


in 
par. il viendra 


h “6 
(17) log(N + A) — lagN =M ( Ș — ES): 


on aura aussi en faisant À — 1 et en écrivant 6’ au lieu 
de 6, 
s - pa g 
(18) log(N + 1) — log N MR — Kw) 
Posons 
log (N + A4) — log N = á, log(N +1) —logN = D, 
puis 


å 
(19) A-— AD +e, h=5t™ 


e sera l'erreur commise dans le calcul du logarithme de 
N + h, au moyen des tables, et en admettant la propor- 
tion i 


(20) “4% 
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pareillement » sera l'erreur commise dans le calcul d'un 


nombre dont le logarithme est donné, quand on fait usage 


de la même proportion. 
Si l’on remplace, dans les formules (19) A et D par les 
valeurs tirées des formules (17) et (18), il viendra 


 M(0h— 6%) COR 


. i 
or h, 8, 6 sont compris entre o et 1 et M est < joua 


done 


ñ I 


jed 
+ un + — Eee 
ES TR EIIN’ 


Ni 
He et +n étant les valeurs absolues de € et v. On voit 
que si N est supérieur à 10000, l'erreur + e est moindre 


que le quart d’une unité du huitième ordre décimal; pa-- 


$ = s i e 
reillement lerreur relative FẸ et moindre qu'une demi? 


unité du huitième ordre décimal. Donc lemploi de la 
proportion (20) est légitime quand on se borne à sept 
figures, soit qu'il s'agisse de calculer le logarithme d’un 


nombre donné, soit qu’on yeuille au contraire calculer le , 


nombre qui répond à un logarithme donné. 


Formule du binôme. 


120. L'expression (a + b)” est susceptible de plusieurs 
valeurs, excepté dans le cas où mm est égal à un nombre 
entier positif ou négatif, Mais si a + b est positive, lune 
de ces valeurs est réelle et positive, c’est la seule quë rous 


considérons. Si l’on pose x =#, notre expression sera le 





produit de a” par (1+ x)"; cette dermiëre ‘fonction est 


celle dont nous avons à nous occuper et que nõùs ndus 
proposons de développer en série ordonnéė snivànt* les 
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puissances entières de x. On a 


dr(1 + r)” 
= — =m (m — 1). . (m — n +1) (1 + r)"; 
cette dérivée se réduit à 

; m(m—1)... (m — n +1) 


pour x= 0; par conséquent ona 











a ar rmn „p D ne à heal P 
« = —- LH ———,  —— E 
(1) aga i e 1.2 1.2.3 j 
| m({m— 1) ..(m— n + 2) 
n DE + _— — < a+ Res 
1.2... (2—1) i 
et 
(2) pa BnR ED afa 07), ' 
z 1.2.3...n 
ou 


; m (==) {im — n +1) 
3 Až Re m 2 (1—0 {i49 
(3) 4 SD — 1) ( ai PT, 
~ ‘8 désignant; eômme à l'ordinaire, une quantité comprise 
| 5 3 P 
entre o et r. Enfin, si R, tend vers zéro quand z tend vers 
l'infini, on aura 


m mm — 1) 


(4) g+r=it=e+ m(m—1)(m— 2) 


ed PEER 


3 


1.2 f 1.2.3 


ce qui est la formule du binôme pour un exposant quel- 
conque. Il est presque superflu d'ajouter que cette formule 
se termine d'elle-même, quand m est un entier positif; 
nous faisons abstraction de ce cas. 

Le rapport du (7 +1)*"* terme au n“"*° terme de la 


— n +1 m +1 


B m Sga 
série (4) est x ou — (: — ‘je, quantité 


n 

f qui tend vers la limite — x, quand » tend vers l'infini; 
il résulte de là que la formule (4) ne peut subsister que 
si x est comprise entre — 1 et + 1, puisque, dans le cas 


N . 3 
176 CALCUL DAFFÉRENTIEL. `+ 


contraire, les valeurs absolues des ternies: de la série 
croissent constamment à partir d’une certaine limite. 

Nous supposerons d'abord x comprise entre o et 1; 
alorson a, en employant la forme (2) du reste, 


(+ 0x) 





[= (m—1)r (m—2}x ne] f 
R= — mn o —— o» o» 
1 2 3 n 


La quantité entre crochets tend vers zéro quand n tend 
vers l'infini ; en effet, quand z augmente de 1, elle acquiert 


m +1 = nt Ets 
le facteur — x | 1 — ——- ) qui tend vers la limite — x, 
+ q = 


lorsque n augmente indéfiniment. Il s'ensuit que la quan- 
tité dont nous parlons est un produit dans lequel les fac- 
teurs plus grands que 1,en valeur absolue, sont en nombre 
limité, tandis que le nombre de ceux dont la valeur abso- 
lue est inférieure à 1 et même inférieure à une quantité 
quelconque comprise entre x et 1, peut devenir plus grand 


que tout nombre donné. Quant au facteur —— Fi | 
z L 


peut avoir l'unité pour limite, si la limite de 8 est nulle, 
mais en aucun cas il ne surpassera l'unité. I] résulte de là 
que R, tend vers zéro, si x est positive et inférieure à 1, 
et, dans ce cas, la formule (4) a lieu. 

Supposons maintenant que x soit comprise entre O 
et — 1; nous poserons x = — z et nous emploierons ici 
la forme (3) du reste. On a 


(om —1)z (m diet 1) z fa m- 8 \"—t 
R. =(— 1) : CAR ata | mz(1ı — 92)"—' an] 5 
Lorsque » wdy Vers l'ifffnt, le facieur entre crochets tend 


vers zéro, ainsi quwòon l’a vu dans le cas précédent. Quant 
j A don 
au facteur me (1 92)" . Es > il tendra aussi 


vers zéro, à molus que la limite de 9 ne soit zéro; mais 
alors sa valeur sera finie et égale au plus à mz. Il résulte 
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de là que R, tend vers zéro; et en conséquence la for- 
mule (4) subsiste pour les valeurs de x comprises entre o 
el — 1. 


121. L'analyse précédente montre que la formule (4) 
a lieu pour les valeurs de x comprises entre — 1 et +1; 
mais elle n’apprend rien à l'égard des valeurs limites 
—1ı et +1. Je dis que si la série (4) reste convergente 
pour x —#+1, la somme de cette série sera égale à 
(1 +1}"; en effet, les deux membres de la formule (4) 
étant égaux pour toutes les valeurs de x comprises entre 
— 1 et +1, et chacun de ses membres tendant vers une 
limite déterminée, quand x tend vers la limite Æ 1, ces 
limites sont nécessairement égales entre elles. La for- 
mule (4) subsiste donc, pour les valeurs limites — 1 et 
+ 1, pourvu que la série du second membre reste con- 
vergente; il est facile de détérminer dans quels cas cette 
convergence persiste. Lorsque r= Æ 1, le ‘rapport 
du (n +:)*" terme de la série (4) au n*e terme est 
à m+) . PRA 
5 ( ——— ); done si »1+1 est un nombre négatif, 


les yaleurs absolues des termes seront constamment crois- 
santes et la série sera divergente; ainsi nous-devons sup- 
poser m+ 1 positif. 

Désignons par w, la valeur absolue du #“"° terme de 
la série (4) dans l'hypothèse de x = +1, et par v, le 
n‘"e terme de la série 





mi poun Zuti jem 
on aura 
E m +1 Paas q \ (7+) 
——— Z] — y - =li+- ° 
ün n a n 


La formule du binôme est applicable à la fonction 


$. ‘12 


r x 
E w 
- ; 
“ 
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bé 1 {m1}, | . 
| gi | : en se bornant à deux termes on a ë 


pie m+1r  (m+i)(m+o) ( ) 
> li —— A —— I+ s 
ta n | 2n° 


et comme (m + 1) est positif, on aura 


L 
Pepe Ungi Ungt Un 
ne TT où = —. 
Ca ty Casa Ca 
Soit, pour une certaine valeur de z, è R 
ln 


— = k, où Un = kons 
Va . 
> È 
on aura 


lns: <L Abio lma C konya Unga < kongar. 5 
+ 


or la série 
(5) ke, E 
est convergente quand m est positif (n° 99) ; donc la série 


: . 
Us, Nig Uigooss 


R . . * 
est aussi convergente. Ainsi, dans le cas de m > 0, la 
formule (4) subsiste pour x = Æ 1, et l'on a 


Pa m mim—1) m(m—i)(m— 2) : 
E p e Ege 
1.2 1.2.3 $ 


p m mim—i) _m(m— 1)(m — 2) 
a a E ones 





Lorsque m est négatif, le premier membre de la for- 
mule (4) est infini pour x = — 1, et la série du second 
membre est toujours divergente. Mais cette série est con- 
vergente pour x = + 1 si m est compris entre o et — 1, 
et en conséquence la formule (6) subsiste pour ces va- 
leurs de m. En effet, les termes de la série (6) sont alter- 

b 


+ 
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nativement positifs et négatifs dans notre hypothèse, et 


- leurs valeurs absolues décroissent indéfiniment, puisque 


cës valeurs sont respectivement moindres, à partir d'un, 
certain rang, que les termes correspondants de la série (3). 


x 


Dévéloppement de la fonction f (x> h) en série or- 
donnée suivant les puissances de h, daný les cas bit. x 
la formule de Taylor ra pas lieu. re Fr 

$ - ARRAY $ 

422. Si la fonction f (x) ou quelqu'une de ses dérivées. * 
devient discontinue quand la variable x atteint la valeur 
iculière Xə, la quantité f (x, + h) ne peut plus être 
che) la formule de Taylor, en série ordonnée 
suivant les pipnes entières et positives de #. Mais, 

si l’on admet des puissances négatives ou fractionnaires 

de h; il peut arriver que f(x, + 4) soit encore dévelop- 

pable en une série convergente; dans ce cas, on calcule 

successivement, comme nous allons l'indiquer, les divers 
termes de la série. ` 

Si la fonction f(x) a une valeur finie. A différente de 
zéro, pour x = t, et qu'elle soit continue pour les va- 
leurs de x comprises entre x, et Xo +h, on aura 


à À i 


#: + À frs + À) = A +7 e 4 





f(x) étant toujours continue de x, à 
ipposons qu'elle s’annule ‘pour x = x, et que, 
is pour l'infiniment petit principal, on puisse 
Myer un nombre positif z, entier ou fractionnaire, qui 
résente l’ordre infinitésimal de f(x, + A). On aura, 


dâns cette hypothèse, 
Eine an mtata) a, 


A> 


12. 
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A étant une quantité finie différente de zéro, et par con- 
st ‘quent on aura aussi, ẹn désignant par £ un infiniment 


petit, 
“{a) . Slt h) = (A +e). 


Enfin si la fonction f (x) devient infinie pour x rie 
que l’on puisse trouver un nombre positif m qui exprime 
x as . ; : T4 
l’ordre infinitésimal de f(x, + A) relativement à T de 
(1 
* manière que l'on ait 4 
lim 4” f (x, + h) = A, 


A étant une quantité finie différente de zéro, on aura , 


. I 
(3) Siz +A) = za (A +e), 
formule où e désigne toujours un infiniment petit. 

La formule (2) comprend la formule (3) quand on at- 
tribue au nombre n la valeur négative — m; elle com- 
prend aussi Ja formule (1) si l’on admet pour » la valeu: 
zéro. Ainsi dans les trois cas que nous avons examinés. 


on a en écrivant x au lieu de x, + 4, 
(4) flex re) f(x), | 


n étant un ppmbre positif nul ou négatif et f, (x) une 
fonction qui, pour x = xo, prend une valeur finie A dif- 
férente de zéro. La fonction | 


f(x) — 


s'annulant pour + = To, si l'on peut trouver un nombre 
positif n, — n» qui exprime son ordre infinitésimal relati- 
vement à = x — x., on aura de même 


f. (x) a — (+ LE Tr f, T), 


nm. HE j 
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Ja (x) étant une fonction qui, pour x= Ts, prend une 


valeur finie A, différente de zéro. Alors la formule (4) 
deviendra 


(5) flr) =A (£ — r)" le x) fr) 
La fonction 
' 4 fir) ar A; 


n + . 
s'aniule encore pour x= x, et si l’on peut trouver un 
nombre pôsitif n,— n, qui exprime l'ordre infinitésimal 
de cette fonetion, on aura 


Aa) —A = (ea) (2) 


f(x) ayant, pour x = xo, une valeur finie A, différente 
de zéro. La formule (5) deviendra donc 


(6) fir) =A(z— ri)" + A (£ — r," + (£ — z)" fy (£). 
En continuant ainsi, on aura cette expression de f(x), 


S{x)= Az — "+ A, (£ — x) + A (£ — r)" +. 
(7) + Ai (2 — r)" +R; 

où l’on fait 

(8) R= (2 — r" f(x) = (2 — x)" [Ai (2) — A]. 
Mais cette formule suppose que les nombres croissants 


R; Mis Pisces Ai 


puissent être déterminés de telle manière que, pour toute 
valeur de # comprise entre 1 et à, le rapport 


fila) — Ai 


(x ia CN ne 
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tende vers la limite finie A, différente de zéro, quand x 

tend vers x. 
Lorsque ces conditions sont remplies, quel que soit 5, 

et que la quantité R; tend vers zéro, à mesure que i aug- 

mente indéfiniment, la formule (7) donne 


(9) Sle) = A(x — rs} + A(x — T, )™ +A,( a DS LL EE EPA 
ou, en remettant x; + À au lieu de x, 
(10) Jlro + h) = A4" + A, ln + A A +, 


ce qui est le développement de f (x, + A) en série ordon- 
née suivant les puissances croissantes positives ou néga- 
tives de x. 


. 


123. Considérons par exemple la fonction 


Sr) = Vsinx — sinr, 


dont la dérivée f'(x) devient infinie poup x = x, et à 
laquelle, en conséquence, la formule de Taylor n'est pas 


applicable. 


La fonction sinx — sin x, est développable par la for- ` 


mule de Taylor, et l'oma 


il en résulte que la fonction 
Sir) 
Vr=r 
a pour limite Ycosx, quand x tend vers x. Ainsi, en 


conservant les notations du numéro précédent, on a 


d’abord 


À = Ph å = Vcosr,, F (x) as 





p n 


> 
:% T 
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puis 

a ál r—r,) a — 
(r — zo) Aix) = Ve 7 © sinz, —... —WYcos-r, 

(rm) . 
— — SiNT, —.. 
1.2 


ne ue 
COST, — — "sine —... + Vcos:r, 
1. 


cette expression est un infiniment petit du premier ordre; 
on a 








el 


PAU LL PERS ER LE SRE 


LT, =: 
y eosa E EEA r tH... + ycos.r, 


Si lon veut borner le développement à deux termes, on 
aura 


ysinz— sinz, z= Vcos.r, (r — ra) — 


le reste R, à pour valeur 


F: 
sinr, 


4 Vos, 








CT — a+ R.; 


. r 
R, = (zr — rn ` [res +, — 


7 &Veosa, | 


et son ordre infinitésimal est évidemment supérieur à 


. 


3 


Détermination de la limite vers laquelle tend le rapport 
de deux fonctions qui tendent l'une et l’autre vers 
T, zéro ou vers l'infini. 


124. Lorsqu'une fonction se présente sous une forme 


; MANT a E A T . : 
fractionnaire Fiz)’ il peut arriver que le numérateur et 
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Je dénominateur s’annulent simultanément ou deviennent 
infinis pour une valeur particulière x, de x. Il s'agit alors 
de déterminer la véritable valeur de la fonction, et l’on 
peut y parvenir dans des cas nombreux, au moyen du 
théorème suivant : 


Taéonëme. — Si les deux fonctions f(x) et F(x) 
tendent l’une et l’autre vers zéro ou vers linfini, 
quand x tend vers la limite xs, 7 que les dérivées de ces 
fonctions soient déterminées, les rapports 


S(x) E : ` 


Fa) F(z) 





tendront vers une méme limite déterminée, quand on 
Jera tendre x vers x, ou ils crottront l'un et l’autre au 
delà de toute limite. 


1° Supposons que l’on ait f (x,) = 0, F(x,) = 0. On 
peut toujours trouver une quantité X assez petite pour 
que F'(x) ne soit ni nulle ni infinie quand x varie 


entre x, et £, + h si ce n’est pour x = x,; alors on aura 
o o P | 


(n°14) 
rer a (ze + A) 
F(z, + A) F E3 o+ A) 





La quantité À, est comprise entre o et À, elle s’annule 
donc avec h, et par conséquent on a 
.+ S(r) f'{x) 
lim 4— = lim FO pour x = x; 
Fir) (x) 
[2 


il peut arriver que le rapport FO croisse au delà de 


F(z 
f'(x) 


F(z) croîtra aussi 


toute limite, et, dans ce cas, le rapport 


au delà de toute limite. 
Ce résultat subsiste quelque grande que soit la quan- 


st. aE 
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tité x, et par conséquent il a lieu pour.x, = œ . Mais, 
comme la formule qui a servi de point de départ suppose 
que x, désigne une valeur finie, il n'est pas hors de 
propos d'examiner à part le cas de x,='. En fai- 


L 
sant TtT =-—, Ona 


Si x tend vers l'infini, z tendra vers, zéro, et lon aura 
1 1 fa 
f(:) ->f (2) 
fix) .. F 2 p 2 z) 
lia iz, = lim T= m +- N 
ec r 
- z z° z 
. 1 
ou, en remettant æ au lieu de -s 


. f(x) f'ile) 


lim - lim. pour r —o. 
Fix) P A 





F(r) 


2° Supposons que l’on ait f(x,)—=x, F(x) =, 
x, étant une quantité, finie ou infinie. On peut écrire 





et, puisque les fonctions s'annulent pour 


1 1 
F(z) J{x) 
x = X, On aura, par ce qui précède, 


a le 


F° _— 
mae R] 








>f 
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. f(x) A de ia pe 
Si F s tend vers une limite finie A différente de zéro, 
Fe d 
la formule précédente deviendra 
A? 
A = — n 
li J'(e) 
im — 
F (r) 


et, par conséquent, ona 


S'e) agn CA 
J= A — lim FG) 





lim “=+ 
F{. 
La même conclusion subsiste quand À = o. En effet, 

dans ce cas, si l’on désigne par C une constante quel- 

conque, la fonction 


Sr) 


fi r} +CFír\ 
F(x) r Du 


+C ou = —— 
F(x) 
tendra vers la limite C quand x tendra vers x,,et comme C 
n'est pas nulle, on aura 

~ flr\+CFir) . S'{r) +CF'(r) 


in = lim —= 
i F{r) Fa _? 


ou, en retranchant C de chaque membre, 


lim Fin = lim (2) . 
Fc) F'{) 





. fir) R O- gaia 
Enfin si le rapport = croît au delà de toute limite 
F (x) i 


quand x tend vers x,, le rapport inverse = 2 tendra vers 
f 

la limite zéro; donc E tendra aussi vers zéro, et, en 

f(x) a. 

FT 


ÊTES croitra au delà de toute limite. 


conséquence, ` j 
> 


Conorraie. — Si les fonctions f(x) et F(x) sont 


p ma EN S D a A 
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fonctions au moins ait une valeur finie di se i 
zéro ; on aura pour £= Xo, 





im ZE) Lela), 
: F(z) Fix.) 
495. ExemPLEsS. — 1° Les deux termes de chacune 


des fractions 
| sinr  tangr 
EEE 
s’anvulent pour x—o. En appliquant le précédent 
théorème, on a 


. si .  cosr 
lim — = lim —— —:1, 
.L I 
. tangr ` I 
lim — 7- = lim —— = 1. 
x cos’. 


2° Soit la fraction 
E — ET — 22 
D © EME 


Le sins 





Chaque terme s’annule pour x = o, ainsi que ses deux 
premières dérivées. Les dérivées du troisième ordre sont 
respectivement f 


e+e, cosg, 


o 
et elles se réduisent à 2 et 1 pour x = o. La fraction 
proposée est donc égale à 2 pour cette valeur de x. 

3° Soit la fraction 
T — A 
A LEE 
et logs Fe: 
où la caractéristique log exprime un logarithme népé- 
rien. Les deux termes s'annulent pour x = 1, ainsi que 


N 
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leurs dérivées du premier ordre, 
s 1 
rt(1+ logz)—1, 1—-; 


les dérivées du deuxième ordre sont 


‘1 
at{r + logr) + at, a 


êlles se réduisent à 2 et 1 pour x-= 1; donc la fraction 
s po 
proposée tend vers la limite 2 quand x tend vers l'unité. 


z 


> . a , OAS 
4° Soit la fraction —: a étant une constante positive 
T 


et n un nombre entier positif. Les deux termes de cette 
fraction sont infinis pour x = œ ; d’ailleurs le rapport 
des dérivées d'ordre n des fonctions a” et x” est 





et il devient infini en même temps que x; par conséquent 
n ax ' ne ý 

la fonction = tend elle-même vers l'infini, quel que soit z 

quand x tend vers l'infini. 


126. Il existe des fonctións ĝui deviennent indétermi- 
nées pour des valeurs particulières de la variable. Telles 
sont,'parexemple, les fonctions sinx, cosx, dont les va- 
leurs sont indéterminées pour x= œ . Il peut arriver 
aussi qu’une fonction dont la valeur est déterminée 
pour x =x, ait fine dérivée indéterminée ; ainsi les fonc- 
tions £ + cosx, x+ sinx deviennent infinies avec x, 
mais leurs dérivées 1— sinx, 1+ cosx sont indétermi- 
nées. Si donc on fait 








cos.r 
f(x) z + osr r 
= = 7 , 
F(x) r + sins sinz 
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on aura : 


P saa r 
lim 1, pour r=%;, ' 


F(: 
fn est indéterminée. 


Ce résultat n’est point en contradiction avec le théorème 
du n° 124, car celui-ci suppose essentiellement” que les 
fonctions f (x) et F(x) aient des dérivées déterminées. 


tandis que la limite du rapport 


127. Le in” A n? is ramène la recherche de la 


valeur que prend = AAi. ! pour x = X, à celle de la valeur 


(a) 


sque greid; Kya les dana circonstances, la nouvelle 


SE AE 
fonction” - Mais il peut arriver que cette réduction 


F{x) 
n’ait point d'avantage et que la seconde fonction otre les 
mêmes difficultés que la première. 

La solution de la question qu'il s'agit de résoudre 
s’obtiendra sans difficulté, si les fonctions f(x +4), 
F (Xo+ h) sont développables en séries ordonnées sui- 
vant les puissances ascendantes positives ou négatives, 
entières ou fractionnaires de Jr. Dans ce cas, il suffira de 
caleuler le premier terme A 4” de la première série, ainsi 
que le premier terme BA" de la seconde, car on aura 





Siret h) = hA +), 
Fit +h) = hB +n’, 


£ et x étant infiniment petits en mème temps que %4, puis 


Fr, +h) A + à . 





v 
Si n est égal à »#3.0on aura 


lim — = — 


Fz) — B? 
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y Ta , e E E E 
et le rapport Fis tendra vers zéro ou vers l'infini, si l’on 
T 
an >moun< m. 


498. ExemrLe I. — Considérons la fonction fraction- 
naire 


les deux fonctions f(x), F (x): s'annulent pour x = xo, 
et il est aisé de reconnaitre que leurs dérivées de tous les 
ordres sont infinies pour x = x,. Si l’on fait x = x£, + h, 
et qu'on prenne À pour infiniment petit principal, 


—— - sA z UE. 
_Vr—r,= VA sera un infiniment petit d'ordre,=; au con- 


traire Vx— Vx, ou wy + ir] est un ipfini-* 


ment petit du premier ordre, ainsi qu'on s'en assure en 
faisant usage de la formule du binôme. On a donc 


Slza h) = Vh (1+ e), 
£ étant un infiniment petit. Le dénominateur F (x) est 
Va a, V+ ax, = Vh V 2x, + h, et l’on a 
F(r+4)= Vh (Y2 rs +7); 
n étant un infiniment petit; donc 


(Te h) = I+ $ Fla) pap 1 


Pinta) yanto Fa) Vam 








429. Exewpze II. — Soit la fonction tes l 
2 1 : 
x— z sinz— — tangu D, 
> 3 3 £ : 4 4 
RS 4 + L > E 
æ : 


> 


eticherchons sa valeur pour x = o. Si l’on multiplie par 


a 
= . 


0 


La 
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3 cos x ses deux termes, elle deviendra 


Flr) 3z eosz — sinz — sin2r 
F(t) 37° cose 





„ en remplaçant cosx, sinx et sin2æ par leurs développe- 


= pfa) = Bas( 1+- z "+ ) 


- 


L2 


- 


» 


- d'où 


ments en séries, on trouve 
yt 





LE DE. 
fa=e(-2 +) 


on ẹn conclut 


ara) , 
7 Me. Le, 
+ i F(.r) 20 


430. L'analyse que nous venons de développer embrasse 
le cas d’une fonction égale à un produit f(x) F (x) de 
deux facteurs, dont l’un est nul et l’autre infini pour 
x = x, On a effectivement 

F f(x) ; Fix) 

(x) F(z) = < Flr) = — 7. 

ARE pee A AAE 
et la forme de lå fonction est ainsi celle d'une fraction 
‘dont les termes deviennent nuls ou infinis pour x = x,. 


Enfin on ramène immédiatement au cas précédent i 


celui d’une fonction y de la forme ~ 
. = A gi 
e "E y f p k , 
` u et v étant des fonctions de x qui, pour x = ro, se rédui- 
sent à ; s . 
u =0, P—0, > 
. La ` 
P; 
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ou à + Š s 
u=0, v#—0, 


ou à 
u =i, vo: 


En prenant les logarithmes des deux membres de la for- 
mule précédente, on a 


logy = v X logu. 


La fonction log y est le produit de deux fonctions, dont 
Pune Sannule pour x = r,, tandis que l'autre devient 
infinie; on rentre ainsi dans le cas que nous venons 
d'examiner. 


131. ExemrLE. — Cherchons la valeur de x pour r=o. 
Ona 


log.r 


log. — r log.r 
donc 
f Tit 
; , + Fee, 
+ — —— 5 = 5 
lim log: — lim #4 ES | 
£ gie 





sr? 


Le logarithme de x* tend donc vers zéro, et par consé- , 
quent x* tend vers l'unité. 


Représentation des fonctions e et logx par des 
limites de fonctions algébriques. 


132. Soient x une quantité déterminée et m une va- 
riable. On peut obtenir, par les règles pissed, la 
valeur qué prend l'expression 
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pour m =% . On a, effectivement | 
ia log (1 + =) 
to (: + à) = mog (1+ Z) = — "—. 


La limite de eette expression pour m =œ , s’obtien- 
dra en prenant le quotient des dérivées des fonctions 


r 1 
log (14+ — — par rapport à m et en cherchant la 
sS|1+ m] m P PP 


limite de ce quotient. On a ainsi 


m m’ 


à x i s T 
lim log [ ++ — |) =lim -— ue == lim = 
m Là £T 





ou 


F r\r 
œ = lim (: + z) a PIEOS 
m 


et, par conséquent, la fonction transcendante c% est la 
limite d'une expression qui reste algébrique et même en- 
tière, si le nombre m tend vers l'infini en ne prenant que 
des valeurs entières. On peut écrire aussi 


(1) | e=(1+ S) Hs 


m 


» e.: . . I 
cu désignant par € une quanti te infiniment pette avec e a 
2 


On tire de cette formule (1) 


dm (Ves—e—i), 
orona 
1 L : 
= M, = pr MIT E \ 
ei ye (ise) = Yeti —eS +... Jo 
v ve( ) ( z 
d'où 


ee ea 
mYe—s=mye+r, 


194 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 


étant un infiniment petit, donc 
z=m(Ye—1)+7, 


et si l’on écrit x au lieu de e”, logx au lieu de x, il 
viendra 


mj a 


(2) logz — m (Yr —1) +7 


ou 


log.r = lim m (Vr e 1) pour m = %2; 
\ 3 
€ 


par conséquent la fonction transcendante’logx est aussi 
la limite d'une fonction algébrique de la variable x. 


Extension des formules de Taylor et de Maclaurin 
aux fonctions de plusieurs variables. 


133. Soit 


u—=F(r,y,:,...) 


une fonction de m variables indépendantes x, y, 2,.... 

Nous nous proposons de développer la fonction 
u+au—=F(r+h, y+4,z+1,...) 

en série ordonnée par rapport aux accroissements À, 

k, 1,.... La quantité u + Au est la valeur que prend, 

pour t = 1, la fonction de £ suivante : 


U=F{r+u,y+4t2+04,...), 


qu'on obtient en remplaçant 4, k, /,... par ht, kt, &,... 
respectivement dans l'expression de u + Au; donc, pour 
résoudre la question proposée, il sufira de développer U 
en série ordonnée par rapport aux puissances de 1, 
d'après la formule de Maclaurin, et de faire ensuite t — 1 
dans le résultat. 

Si l’on pose 


x+ ht=ğ, y+ kt=n, 2+U—.6,..., 








3 
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on aura 
T U= È(i nt.) 
d'où 
dau 5 dU dU 
dU = &" E F a. 


puis comme E, 7, ¢,... sont des fonctions linéaires de la 
variable indépendante fi on aura symboliquement (n° 63), 
quel que soit z, 


d'U = (i+ + Dar + Taire.. | 
as 


On a dg = hdt, di =kdt, dg = ldt,..., donc 





* dU: (gav PEAU 12u à 
dir i- = (4 PE MaS Pi DES G 
ARE "PRA d d __dU out do 
et, à cause LÉ F- A on peut ecrire 


dU ' dU dU dU | 
= (a + + RE PR D 
di 3 


Pour t= 0, 0na 
Usea 


et lą formule précédente se réduit à 


dU f du ak au PR Ne n 
ar = (ia dy (80 4 





Par conséquent la formule de Maclaurin appliquée à la 
fonction U donnera 


t; du du du 
= u -+ — |4- ke —- $ 
U= u Va + À d E ) f 
[du dix du \? 
Or: ++...) +... 
dy dz 
gar ` {, du du du gg 
—— |h — + l- + +R, 
A T2 {u — 1) ( d. d dz 
“a. 
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Le reste R, est ET au produit de 
que prend Ž —— U quand on y remplace É Lui 
gnant une gaubi comprise entre o et 1; on adon 


a . n 
R= : (a ERIC FR , 
1.2.4 .n\ dr dy dz « x+ bht, y +04ht,2+010,... 


Å 


he 
- Les indices x 4# Ohr, 7 +0kt, z + ilan .. indiquant aii il 
faüuremplaëeræ, y, 2,...parx+6ht,7+08kt1,z+611,.. 


di" Si maintenant on fait £ = 1 on aura 





5 





€ 
œ du du du 
u + Au = u + 5 $ —+ F 
s I 
| ET e i 
(1) d. dy di s 
? +... 
i 1.2 
d. d n—1 
Gadi T e d) 
dx dy dz 
— + Rn, 
1.2.. (n—1) 
‘et 


tbh, 3 +64, Fe 


` 


I du du du a 
(2) DT (int) 


* Bar exemple, dans le cas d'üne onoir F (23 ja 
deux variables, on aura 








dF > dF 
F(z+h, y+k)=F(z, y)+ (GT +4 T) 
aa (e+e an E reti) PAn 
1.2 dy’ 
1 d'-'F n—ı d 
n=l n—1 
LÉ 7 Ent da ET 
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et l'expression du reste sera 


I pE ppg d" F FRNY. d'F 
=A -r ee Fe 
1.2...7 dx" I ddy dy" |z+0h,y+9k. 


Lorsque le reste R, tend vers zéro quand n augmente 
è . À, r 
indéfiniment, la formule (1) donne celle de Taylor éten- 
due au cas des fonctions de plusieurs variables, savoir : 








f lu du du 
aE ais ee 
eo Toe «3 


Au = on 
u > © 


A dr dy dz 7 
+ 5 — +... 





| 1.2 
Or, r,),2,... étant des variables indépendantes, on a 


du du du 
de= tt IE +... 


et, symboliquement, 


li d l. y” 
du (hE +H +) 
«dx dy z 


donc la formule (3) peut s'écrire 


4) À du zi du pa du + 
u = — —— -= des 
(4) I 1.2 1.2.3 
et elle a la mème forme {n° 108) que dans le cas d'une 
seule variable. 


134. Si l’on se reporte aux conditions que suppose la 
formule de Maclaurin dans le cas d’une seule variable, 
on reconuaitra que notre formule (1) exige qi la fonc- 
tion u et ses dérivées partielles, jusqu'à celles de l’ordre 
n — 1, soient continues relativement à chacune dés va- 
riables, tant que celles-ci restent comprises respective- 
ment entre x et x + h, » ety +k, z et z+ l...; elle 
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exige en outre que les dérivées parüelles de l'ordre rz 
soient déterminées. 

Lorsque les accroissements A, À, /,... sont infiniment 
petits et que leurs rapports demeurent indéterminés, le 
rapport du reste au terme auquel on s'arrête est infini- 
ment petit, pourvu que ce dernier terme ne soit pas iden- 
tiquement nul. En effet, les dérivées partielles de u étant 
supposées continues jusqu'à celles de l’ordre n — 1 inclu- 
sivement, on a 


e d'u 





en désignant par d'"-'u, ce que devient la différentielle 
d"-'u quand on remplace x, y, z,... par x +6, 
y +0k, z + 01,...; d’ailleurs on a aussi 








3 SR aL E 
1.2... iR — 1) 
donc 
R, d'u — d'u 
DES Cdn 
( 1.2.. i 


/ 


et le second membre de cette formule s'annule avec h, 
k, l,... tant que les limites des rapports de ces infini- 
ment petits à l’un d'eux restent indéterminées et que 
d"—'u ne se réduit pas identiquement à zéro. 

Il résulte de là que si les valeurs absolues des accrois- 
sements À, k, Z,... sont suffisamment petites, la valeur 
absolue de R, sera inférieure à la valeur absolue du der- 

. d'n 
nier terme ———: 

135. Maintenant, pour avoir la formule de Maclaurin 
étendue anx fonctions de plusieurs variables, supposons x, 
Y, 2, . nulles dans les formules (1) et (2), puis écrivons 

L1 
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ensuite x, y, z,.. au lieu de 4, k, ,.... Exprimons enfin 
par le moyen de l'indice zéro que x, y, z,... doivent être 
remplacés par zéro dans une fonction quelconque, et par 
l'indice 8 que les mèmes variables doivent ètre remplacées 
par 0x, 6y,0z,...; on aura 


e- ) (7 , a“) 
ae LE 


u = y + -c -= 








et 


I du 
(6) s=), 


Théorème relatif aux fonctions homogènes. 


136. Le théorème que j'ai en vue a été déjà démontré 
au n° 85; mais, comme il a une haute importance, il ne 
sera pas inutile d'en présenter ici une démonstration nou- 
velle. 

Soit 

PACE LETIE 
une fonction homogène du degré n des variables x, y,Z,.... 
Si l'on multiplie toutes ces variables par le facteur 1 + «, 


la fonction se trouvera mulüpliée par (1+ g)" et l'on 


aura (n° 85) 


Sir+ar, Hay, 2+as,. J= (1H af (T, Y3.. 
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5 4, . 
Développons les deux membres de cette formule en’série 
ordonnée suivant les puissances de æ. Le premier membre 
donnera 


ý d l 
Sir, F, ae) taler fy 2+] 





dy dz 
g? d? l? Cf d? 
— a aage yan s ET A 
1.2 edx’ drdy drudz dy? 
D A CE I OT I EE CL vers 


Quant au second membre, il deviendra 

PAC Yi 3ye afia + Gra +... | 
et la série qu'il renferme sera convergente si l’on prend 
pour l'arbitraire æ une quantité positive inférieure à 1. 


En égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes 
puissances de x, on obtient 


Lt HS +. nfe, y, TER F 


dx dy ls 
dl? 4° 

Has j RER =n(n—1) f(t, Ys 2), 
dr? dr d) 


La première de ces formules exprime la propriété des 
fonctions homogènes que nous voulions établir ; elle 
entraine toutes celles qui suivent, comme il est facile de 
s'en assurer. 
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THÉORIE DES MAXIMA ET MINIMA. 


Des maxima et des minima des fonctions d'une seule 
variable. 


137. Soient f (x) une fonction de la variable x et x, 
une valeur particulière de x. Si l'on peut assigner-une 
quantité positive e; aussi petite d’ailleurs que l’on voudra, 
telle que l'on ait 


Sizs h) <S (x) 


pour toutes les valeurs de À comprises entre — £ et + £, 
on dit que la fonction f(x) passe par un maximum 
quand x atteint la valeur xo, et f (x,) est dite une valeur 
maxima de f (x). 

Pareillement, si l’on a 


Sirit h) Sa) 


pour toutes les valeurs de À comprises entre — £ et +£, on 
dit que la fonction f(x) passe par un minimum quand æ 
atteint la valeur xo, et f(x,) est une valeur minima 
de f (x). 

Lorsqu'on fait croître x, la fonction f (x) croit ou dé- 
croit, selon que la dérivée f'(x) est positive ou néga- 
tive; il en résulte que la fonction f (x) ne peut cesser de <; 
décroitre pour croître, ou de croître pour décroître, que 
quand f” (x) change de signe ; alors cette dérivée s’annule, 
à moins qu'elle ne deviennediscontinue. Ainsi, les valeurs 
de x qui répondent aux maxima et aux miniina de /(.r) 
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` sońt comprises parmi celles qui annulent la dérivée f’ (x) 
ou qui la rendent discontinue. On voit aussi qu’une fonc- 
tion peut avoir plusieurs maxima et plusieurs minima 
qui se succèdent alternativement, du moins tant que 
f(x) reste finie. 


138. Exempzes. — 1° Considérons en premier lieu la 
fonction 
J{x)= x (a — th 
on aici 
f'(x) =a — 2r; 


p. + a 
la dérivée f'(x) s'annule pour x = PG: elle passe du 


p Re à 1. & , 4 
positif au négatif quand x croit de —- — £ à —- + e; donc 
2 2 


Ja fonction f (x) va d’abord en croissant et elle décroît en- 
suite; par conséquent, elle passe par un maximum quand 


. A , . . 
x devient égale à z la valeur maxima de la fonction 


a 
ést —. 


2° Considérons en second lieu Ja fonction 
S{r)=(r—a) + b; 


on a 
1 


S'(x) = 10 — a) ?, 


La dérivée f'(x) ne s’annule que pour x = œ ; mais elle 
devient discontinue en passant par l'infini, pour x =a, 
et il est évident que cette valeur a répond à un minimum 


de Ja fonction f(x). 


439. La formule de Taylor conduit au résultat qui 
précède, et elle permet en outre de le compléter. Nous 
supposerons ici que les dérivées que nous aurons à con- 
sidérer restent continues entre des limites voisines des 


CHAPITRE VI. 203 
valeurs qui répondent aux maxima et aux minima; les 
cas de discontinuité doivent être examinés à part, dans 
chaque question particulière. 

Nous désignons par R,, comme nous l'avons fait dans 
le chapitre précédent, le reste de la série de Taylor corres- 
pondant au terme de rang n, et nous rappellerons-qu'on 
peut toujours supposer l'accroissement À de la variable x 
assez petit en valeur absolue pour que la valeur absolue 
du reste soit moindre que celle du dernier terme, quand 
celui-ci ne se réduit pas à zéro (n° 109). 

Cela posé, soit f (x) la fonction donnée, on a 


(1) S(x h) — S(r.) = Af' (x) + Rai 
donc, si f'(x.) west pas nulle, la différence 
S (za +A) — S (r0) 


changera de signe avec h, et la valeur f (x,) ne sera ni 
un maximum ni un minimum, Supposons donc 


f' (z) =0; i 


alors on aura, par la formule de Taylor, 
(a) Sint h) Sa) = ES) +R 


et le premier membre aura le signe de f” (x,) pour toutes 
les valeurs de À comprises entre — € et + £, € étant suffi- 
samment petit; donc f (xo) sera une valeur maxima ou 
une valeur minima, suivant que l’on aura 


Sf'{r) Lo où f'(x)>0. 
Mais si l’on a 
S'(r)=0, 
la formule (2) ne nous apprend plus rien. 


Supposons généralement que l’on ait 


f'{m)=0, f(x) =0,.:.. files, 
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et que la n°"* dérivée f™ (x) ne s’annule pasipo 
Alors, la formule de Taylor donnera 


(3) fleri h) — f(x) = 2 Se) + Rues 


Cette-formule (3) nous montre que si n est impair, la 
différence f (xo + A) — f (x,) changera de signe avec h, 
et, par conséquent, il n'y aura ni maximum ni minimum 
pour x = To. Au contraire, si z est pair, la même diffé- 
rence conservera le signe de f{"{x,) quand À passera du 
négatif au positif, et, dans ce cas, f(x,) sera maximum 
ou minimum, suivant que l’on aura 


Sr) Zo; où fM(x)>0o. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 


Pour que la fonction f(x) ait une valeur maxima ou 
minima répondant à la valeur x, de x, il faut et il 
suffit que la première des dérivées de f (x) quine s'annu- 
lent pas pour x= x, soit d'ordre pair. Alors, il y a 
maximum ou minimum, suivant que la valeur de cette 
dérivée pour x = x, est négative ou positive. 


Application à quelques exemples. 


140. Exemre I. — Trouver le minimum de la fonc- 
tion x*. 


Posant 


d'où logy = zlogz, 


# o: 
wf- j r 
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puis, en différentiant de nouveau, G #3 à 


1 dr dy 1 
yar j ds 


La condition commune du maximum et du minimum 


to ou 
se N 


1 
3 logr +1—0, d'où TEE: 
on a ensuite, pour celte valeur de x, 
L 
dy e 


Far 
Bas 


: d’y PA Le : A 
et, puisque ziz est,positive, la valeur— répond à un mi- $ 


nimum; iF est évident qu'il n'y a pas ici de maximum. 


-L'e io écédente dE montre que cette dérivée 
: L'expression précéden FE q érivée 


1 : . .. 
s'annule pour x = z? en passant du négatif au positif, en 
sorte qu'il n’était pas nécessaire de former l'expression 


d'y RE à 
deg: pour conclure l'existence du minimum. 







Exewpze I. — Trouver les valeurs maxima et 
de la fonction x"(a—x)", dans laquelle a 
ne constante positive donnée, et où m et n sont 


a" (a — x)" {ma — (m +n) x]. 
Ha dy à 
voit quey croissant, la dérivée Le TEN pour 


à 3 2e 


en pad du positif au négatif; donc la fonc- 


y 
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tion‘y devient maxima pour 





ma na 
LT ——— 9 a — z = 5 
m-n m + n 
ce qui donne 
x a—r 
mo n 


TL aa F R 
La dérivée 18 annule aussi pour x = o si m est >i, 
dr 


et pour x=a si n est >>1. Mais en s’annulant elle ne 
change de signe que si l'exposant m ou n est pair; elle 
passe alors du négatif au positif. La fonction y est donc ? 
minima pour r —0, quand mn est pair, et pour & = a, 
quand z est pair. -s 


142. ExemrLe IlI (Proëzëme pe Fermar). — Deux 
milieux étant séparés par un plah P, on demande le 
chemin que doit suivre un mobile pour aller, dans le 
temps le plus court, d’un point donné À du premier mi- 
lieu à un point donné B du second. Le mobile se meut 
dans le premier milieu avec la vitesse constante u, et 
dans le second milieu avec la vitesse constante v. 


Le.chemin demandé se compose de deux lignes droites, 
puisque l'espace parcouru par le mobile, dans lun ou 
l'autre milieu, cst proportionnel au temps employé. En 
outre, ce chemin est situé dans le plan ACDB mené per- 
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pendiculairement au plan P par les points donnés A et B 
et qui coupe celui-ci suivant la ligne CD; en effet, con- 
sidérons la ligne brisée AGB, située hors du plan ACDB, 
et du point G où elle rencontre le plan, P abaissons GL 
perpendiculaire sur CD, les droites AL et LB seront 
respectivement moindres que AG et GB; par conséquent, 
le temps pour suivre le chemin ALB sera moindre que - 
le temps nécessaire pour aller de A en B par le chemin 
AGB. 

Cela posé, désignons par a et b les perpendicu- 
laires AC, BD abaissées des points A et B sur le plan P, 
par c la distance CD et par x la distance du point C à un 
point quelconque H de CD ; on aura 





AH= yr + a, BH = y{(c — z} +b; 


donc, le temps ż¿ que le mobile emploiera pour aller 
de À en B, par le chemin AHB, sera 

f PORTE] c— z’ + b? 
(1) = Sr Ce 

u p 

telle est la fonction de x dont on demande le minimum. 
Il est évident que la question ne comporte pas de maxi- 
mum. 


En égalant à zéro ła dérivée de la fonction £, il vient 


I T I e — z 


u yete ver} tb 





(2) 


ou, en faisant disparaitre les radicaux, 
(0 — w°) x (e 5 z? + b a ae e—a) —0o; 


ainsi, l’inconnue x dépend d’une équation du quatrième 
degré. Mais, sans résoudre cette équation, on peut obtenir 
comme il suit la propriété géométrique qui caractérise 
la ligne demandée. À cet effet, menons la ligne KI per- 


į 
- 
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pendiculaire en H au plan P; désignons par i l'angle AHK a; 
et par r l'angle IHB, on aura * > 


d E — 
p= ra 

c—r i f Ey 
ie Los ‘4 







minimum, rare | RL RE" 


siné u “ 


sinr œ a 


au sinus de l'angle de réfraction r, dans le rapport des 

vitesses u et y avec lesquelles le mobile peut se mouvoir 

dans le premier et dans le second milieu, respectivement. 
nent. , 


143. Exemrre IV. — Trouver les maxima et les mhi- 
nima de la distance d'un point pr si à une cegrbe 
donnée. x 


Désignons par x, et y, les coordonnées du point donné ` ` 
relatives à deux axes rectangulaires; par x et y les coor- 
données de la'courbe donnée. L’ordonnée y est une fonc- 
tion donnée de x, et le carré de’ la distance du poit 
(Xos Yo) au point (x, y) est ° ? 


á (1) V=(r— r} + (y — y); 5 


Z 
il sagi} d’avoir les valeurs maxima et minima de la 
Son cuit de x page par V. 
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.. dN 3 i ate 
La condition g7’ du maximum ou du minimum 
ar 


ést ici > 
dy 
(3) (a — 2) + (y — Ye) 5 — 
ou L 
Y — Yo dy 





JT A 
LT —%% 


joint le point donné M, au point demandé M de la courbe 


est le coefficient d'inclinaison de la droite qui 


dy 
donnée, ax st le coefficient d’inclinaison de la tangente 


en M à la même courbe. Donc l'équation précédente 
exprime que la droite qui joint le point donné au point 
cherché est normale à la courbe. 

Soit M l’un des points ainsi déterminés par l’équa- 
tion (3); ce point répondra à un minimum ou à un 
2V 


maximum, suivant que Jyp sera positive ou négative. 
LCA + 





il faudra recourir aux dérivées des 





ordres supérieurs pour décider s’il y a maxynwm ou mi- 
nimum, ou s'il n’y a ni l’un ni l’autre. Ce dernier cas se 
x 


TE i . dV 
présentera en particulier, si —— 


n étant nulle pour le. 
ar > 


$ d'V N 
point M, la valeur de Tr est différente de zéro. 
ur 
La droite M,M ayant été menée, supposons que; le 
point donné M, prenné toutes les positions possibles str 
cette normale, il y aura une position M’ du point M, pour 


d'V 
laquelle la dérivée Ta sera nulle; par conséquent si l’on 


nomme x’, y’ les coordonnées de M’ on aura 
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et la deuxième équation (2) pourra alors se mettre sous 
la forme 


1 AV dy [ja 7!) 

mr) 
Cela montre que la valeur M,M sera un minimum ou 
un maximum, suivant que Jo — y! et y —3" seront de 
même signe ou de signes contraires. En d'autres termes, 
il y aura minimum quand le point donné M, sera situé 
entre M'et M, maximum dansle cas contraire. Le point M" 
est, comme on lé verra plus loin, ce qu'on nomme:le 
centre de courbure de la éourbe donnée au point M. 


144. Supposons que la courbe donnée soit un cercle 
ayant pour équation 
a+ = R; ‘ 


b ~ 


on a, en différentiant cette équation, 
? 


dy E dy d'; 
rt -+ y — = 0, II} — 0: 
; dx? |“ dx’ 


Alors, l'équation (3) du numéro précédent devient 


yY r b 


= = = 0; 

Fe Le | 
elle représente la droite qui joint le pointsdonné au 
centre du cercle, et elle coupe la circonférétitéen.déux 
points, dont l’un répond à un minimum, l'autre à an 
maximum. Effectivement le pointdésigné par M" estici 


le centre du cercle donné, et Voa e 
1 AV R'), 
2 dé y’? 





Te NS A 
d'où il suit que Pr est posiut ou negali, suivant que yo 


et y sont de mème signe ou de signes contraires. 


nem hr matin " 
-a a eoit < r U dD, 


Pi Ñ: 
a ` 
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145. Si la courbe donnée est gauche ou si, cette courbe 
étant plane, le point donné M, n’est pas situé dans son 
plan, on emploiera trois coordonnées rectangulaires. Le 
carré de la distance du point donné M, à un point de la 


courbe sera 


4 


V=(z— + —7) +(z— 2, 


y et z étant des fonctions données de x, puis on aura 





LP jet J2 ' + : 

a do 5 SpE Je de T i dr’ CCE 
LV EA E ce E di. 

2 di» — ( kä dz? g dr (=r) dz? Fes) de 


Les points x, y, z qui répondent au minimum ou au 


. i P CL N 
maximum sont donnés par l'équation — = o0, ou 


dx 
xi dy dz 
G-a tE Ha Em 


à laquelle il faut joindre les deux équations de la courbe 
donnée. Si l'onfregätdeæx,, y,, z, comme des coordon- 
$, J, Z comme des quantités données 
FIFI y 4e X ; . 
l'équation précé sera celle d'un plan, et l'on verra 
Pl q n estnormal à la courbe donnée, 
c'est-à-dire qu perpendiculaire à fa tangente menée 
y, z) où il rencontre la courbe. 
Maintenant, pour distinguer lé cas du minimum de 
celui du maximum, désignons par x’, y', z' les coor- 
, . . ! 
données d'un point variable, remplaçons yo et Zo par y 






Pnécssyariabl TH 


5 GF ug r ` 
et z’ dans l'expression de —— et égalons le résultat à zéro, 
P dx! 8 


vs 


on obtiendra l'équation. - 
dj” ~ de | * 49 ME 
(++) PO =y) +(z—z ) Ja = 


+ 
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qui sera celle d’un plan. Soit M’ le point où ce plan coupe 
la droite MM, et supposons que x’, y’, 2’ représentent 
les ‘coordonnées du point M’, on aura { 
dy’ d°=° 
(» Te FRS ISS 
He +, 
z dy d?z 
À St NS der z 





nla 











da’ 


et, à cause de l'équation précédente, 





4 AL j d’z ( dy? g 
-$y — -= z— 3%) = = — |+- --— 
t , Ye dz? FRA e) dx? À T de 
donc 
EN dy? dz jas r 3 
> da” dx? dj æ— x" * 
Par conséquent on aura 3 
ŒV eV 
—>o ou — <o 
dx dx? t 


selon que x, — x’ et x — x’ seront de même signe ou de 
signes contraires. I] résulte de là que le minimum aura 
lieu si le point donné M, est situé entre M et M’; il y 
aura maximum dans le cas contraire. 


Remarque sur'les maxima et les minimia relatifs. 


4146. On peut avoir besoin de connaître la plus grande 
et la plus Fe au valeurs que prend une fonction f (x) 
de la variabk@f quand x varie entre deux limités don- 
nées a ct b; un tel maximum ou minimum est dit un 
maximum relatif ou un minimum relatif. Pour résoudre 
la question il est nécessaire d'étudier les variations de la 
fonction f{x) en faisant usage de sa dérivée. Si la dérivée” 
reste finie et conserve son signe, quand x varie de à à b, 
le maximum et le minimum relatifs seront les valeurs 
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extrêmes f (a) et f (b). Lorsque la fonction f(x) a plu- 
sieurs maxima et minima absolus, entre les limites consi- 
dérées, le plus grand des maxima est dit le maximum 
maximorum, et le plus petit des minima le minimum 
minimorum ; dans ce cas le maximum maximorum satis- 
fera à la condition du maximum relatif, s'il surpasse 
toutefois les valeurs extrêmes f (a), f (b); pareillement, 
le minimum minimorum sera le minimum relatif, s’il est 
inférieur aux valeurs extrêmes. 

Lorsqu'un problème a pour objet la détermination 
d'un maximum ou d'un minimum, et qu’on a fait un 
choix.de variables tel, que la variable indépendante doive 
rester comprise entre certaines limites, il peut arriver 
que, pour la fonction dout on doit chercher le maximum 
ow le minimum, il.n’y ait qu'un maximum relatif ou un 
minimum relatif. 

Prenons pour exemple le problème que nous avons 
traité au n° 144 ct dans lequel on demande de trouver 
la plus courte distance d’un point donné à une circonfé: 
rence donnée. Faisons passer laxe des abscisses par le 
point donné, il s'agit de trouver le maximum et le mini- 
mum de l'expression 


V=ir-r,) +. 


Mais, par l'équation du cercle, y° est égal à R? — 2°, 
on a donc 
= (x = nP + R? = +, 
ou, en réduisant 
V= (R +r) — anr. 
Il est évident que cette fonction V qui est linéaire, n’a 
ni maximum absolu ni minimum absolu. Mais dans notre 
question, l'équation du cercle y.= yR? — x? exige que la 


variable indépendante x reste comprise entre —R et+R. 


ba 
x 
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+ 
En supposant x, positif, le minimum relatif etle maxiniaom 
relatif de V seront 


? 


(x, — R)? et (a, +R); 


les valeurs x = — R et x = +R donnent ainsi la solu- 
tion du problème. 


Cas des fonctions implicites d'une seule variable 
indépendante. 


> 
147. Considérons d’abord une fonction y Ñée'à sa va- 
riable x par une équation donnée 


(1) >» flz;j)= o0. 

En différentiant cette équation, il vient 
df dd. 

(2) dx dy de T O> 


la condition du maximum et du minimum exige d'abord 


dy . 
que z soit nulle, on aura donc 
ni 
df 


T. 


{ -0, 


(3) df 
dy 

et si l’on cherche les systèmes de solutions communes 

(£as Yo), (Lis Y1), aux équations (1) et (3), les valeurs 

de x, qui répondent aux maxima et aux minima de y 

seront comprises dans la suite x,, x,,...; nous faisons 

ici abstraction des maxima et des minima qui répondent 


A 


d R 
aux valeurs de x pour lesquelles A cesse d’être continue. 
ar 


Il peut arriver que les deux équations 


a : da 


(4) = Dr? 
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admettent des solutions communes qui satisfassent en 
mème temps à l'équation (1). Pour les valeurs particu- 
lières de x auxquelles répond une valeur de y qui satis- 


En n 5 . . ` dy 
fait à la fois aux équations (1) et (4), la valeur de ae 


peut plus ètre tirée de l'équation (2); nous nous borne- 
rons ici à cette remarque qui sera développée plus loin à 
l'occasion des points singuliers des courbes. 

Pour reconnaitre: si une solution des équations (1) 
et (3) répond effectivement à un maximum ou à un mi- 
nimum, il faut recourir aux dérivées de y d'ordres supé- 
rieurs. La différentiation de l'équation (2) donne 


f Cf dy  d'f dy? df d'y 
-2 +2- e Z- o = 
da? drdy dr dy? dr’ dy dx’ 





, 











; dy . Pf df 
et, puisque = est nulle, on aura, si PT et 77; restent 
finies 
Uf 
dy dr’, 
dè df ` 
dy 


le signe de cette expression indiquera s'il y a maximum 
ii „ly FES Aa : : 
ou minimum. Si T7 S€ réduit à zéro, il faudra opérer 
ax 


conformément à la théorie du n° 139. 


148. Exemrze. — Trouver le maximum de la fonc- 
tion y définie par l'équation 


(x =y? — Gary + = 0, 
CAPA ) J 


où a est une constante donnée. 


On a ici 
1 df ; CA e 
= + 3 dy J'— ar. 
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L'élimination de y entre les équations 


‘donne 
i $ M — or —0, 
d'où 

r=0 et r=a V2, 


ét les valeurs correspondantes de y sont | : 


Le 
J=0 et y=ayé. < 
$ A | df 
Le premier système (x = 0, y = 0) annule z etil ne 
- Ÿ 4 
répond pas à la question du maximum ou du minimum; 


le deuxième système (x — a va, y=a V4) répond à un 
maximum; on a effectivement 





149. Considérons le cas général où lon a m+1 va- 
riables x, y, z, u,... liées entre elles par m équations 


Frisaj Eos 
(1) SAN TS E 


PAPE 8.) =0; 


et supposons qu'on demande les valeurs maxima et mi- , 
nima de l’une des variables, de y, par exemple. On peut 
prendre l’une quelconque des variables pour variable in- 
dépendante; choisissons x et écartons les valeurs de cette 


A ` ,. . AF r . r 
variable pour lesquelles la dérivée 7- devient disconti- 


« 
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nue; la condition du maximum et du minimum sêra 
? . 


dy 


Te = Or M dy = 0. 


La différentiation des équations (1) donne 





| d d t 
EO E ENE E EE S 
dx dy dz 
af, f, df p : 
(2) ) J + g It z dz + 9, 
PR FORD LE 
nd UT œ et USN 


si l’on désigne par Y le déterminant formé avec lés 
m? quantités 





df df 
dy L dz L bj 
: H Af 
dy’ dz” i 
d mi Afa st 
dy Td: ’ i 


et par X ce que devient Y quand on y remplace 


af df, | Afai 

Pr TA T 
par 

df df, fsi 

de” dr? dr? 


le résultat de l'élimination des différentielles dz,... 
entre les équations (2) sera 

(3) Xde + Ydy —o, 

on aura donc, pour le maximum et pour le minimum. 


(4) $ =o. 
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En joignant cette équation (4)*aux m équations (1), 
on obtiendra un système de m + 1 équations simultanées 
dont il faudra chercher les solutions communes. 

Il peut arriver que les équations (1) soient satisfaites, 
par certaines valeurs des variables, en même temps que 
les équations 

X—0, Y—o, 


ce cas doit être dans chaque problème l’objet d’umexamen 
spécial. 

Maintenant, pour faire la distinction des maxima et 
des minima, il faudra former l'expression de a ou 
de d°y, et, à cet effet, on différentiera les équations (2). 
L’élimination des différentielles d?z,... donnera une 
équation de laquelle on tirera la valeur de d’y. On 
voit facilement de quelle manière on devra opérer dans 
les cas où il deviendrait nécessaire de considérer les diffé- 
rentielles d'ordre supérieur à 2. 


150. L'analyse qui précède est générale et clle em- 
brasse le cas où l’on demanderait de trouver les valeurs 
maxima et minima d’une fonction explicite 


E (2, Jy z,...) 


a 


de m variables liées entre elles par m — 1 équations 


PAC r Js 3ye) = 


car en joignant à ces m — 1 équations la suivante 


0, fitr,r,2..)—=0,..., Jats Js 25) 0; 





u — F(x, y, 23...) = 0, 


on aura un système de m équations entre m + 1 variables 
etil s'agira de trouver les maxima et les minima de l’une 
de ces tabi, savoir de u, ce qui est la question résn- 
lue au numéro précédent. 
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Des maxima et des minima des fonctions de plusieurs 
variables indépendantes. 
151. Soit RR 
Sa, CEE \ 


une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, 
> Z,.... On dit que cette fonction a unc åłeur maxima 
pour £ = £, Y= Yo, Z= Zay- - +, lorsque la différence 


S (Eo + h, Yo + ky za t 1...) — S lUo Pos 2ase o) 


est négative pour toutes les valeurs des accroissements À, 
Ki dose comprises entre — £ et +£, la quantité- posi- 
tive € étant d’ailleurs aussi petite que l’on voudra. Si, au 
contraire, la précédente différènce est constamment po- 
sitive pour les mêmes valeurs de %, k, /,..., la fonc- 
tion f(x, Y, z,...) prend une valeur minima pour 
LT, Vo TL 

Supposons que les valeurs particulières £ = T., Y = Yos 
z2=2,,... répondent à un maximum ou à un minimum 
de f(x, y, z,...), et donnons à y, z,... les valeurs y,, 
Z,...3 notre fonction deviendra ' 


È Sli Tn Ses" 
elle ne dépend'plus que de x, et comme elle devient 
maximum ou minimum pour x = x,, la dérivée 


dfir, Yosa...) 
dx 


sera nulle ou discontinue pour x =x, Ainsi, dans 
notre hypothèse, la dérivée de la fonction proposée, rela- 
tive à x, savoir : 
dfix,7,3,...) 
Er PRE 
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; i pbg ” 
doit être nulle ou dewnir discontinue pour # = x, 
. 
Y= Yy Z= 29... Uest évident que le même raison- 
nement s'applique aux autres dérivées partielles 


(7 
df{r,r,z,...)°° df(x,r,2,...) 
ge PE e 

dy ; dz 


[à ś 
et, par conséquent, les valeúrs de x, y, z,... qui ré- 
pondent à un maximum ou à un minimum de la fonc- 
tion f(x, y, Z,-.-), sont comprises parmi celles qui 
annulent la différentielle totale df de cette fonction ou 
qui la rendent discontinue: 


152. On arrive au même résultat par l'emploi de la 
formule de Taylor. Supposons que l'on attribue aux va- 
riables x, y, z,... des valeurs déterminées quelconques, 
puisqu'on leur donne ensuite les accroissements arbi- 
traires h, À, 1... qui ne sont autre chose que les diffé- 
renticlles dx, dy, dz,..., on aura, par la formule de 
Taylor, et en faisant abstraction des valeurs qui rendent 
les dérivées partielles de f(x, y, z,...) discontinues, 


(1) | Af=df +R, 


R, étant le reste de la série arrêtée au deuxième terme, 
Or, si df n’est pas nulle, le rapport de R, à df est infini- 
ment petit en mème temps que Hr, k, l... (n° 134) pourvu 
que les rapports de ces accroissements à l'un d’entre eux 
demeurent indéterminés ; donc on pourra donner à k, A, 
l,... des valeurs absolues assez petites pour que Af ait 
le signe de df, et par conséquent Af changera de signe 
quand on changera les signes de h, k, /,.... Ainsi les 
valeurs que nous supposons à x, y, z,... ne répondent 
à un maximum où à un minimum de la fonction f que 
dans le cas où l'on a 
df=0, 
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ce qui exige que l’on ait séparément 


df df df 
0 meN 


— = o0 — Oze. 
dr r edy ’ dz ! À 


puisque dr, dy, dz,... sont arbitraires. 
Lorsque ces conditions sont remplies, l’accroisse- 
ment Af de f a pour valeur 


(2) = +R, 


par Ja formule de Taylor arrètée au troisième terme. 
Supposons que pour toutes les valeurs de h, k, l. 

ses entre — € et + £, la différentielle d*f ne soit 
égative et qu’elle ne s’annule pas, sauf pour 
=l =... = 0; comme on peut supposer € assez 






à Ëf., PRE 
patit pour que le rapport de R, à TL soit aussi peut que 


l'on voudra en valeur absolue, l'accroissement Af aura 
le signe de 4° f, et par suite, on aura : 
8 Į ; 


af >o; 


les valeurs considérées de x, y, z,... répondent donc à 
ün minimum de la fonction f. Le mème raisonnement 
moutre que si d*f west jamais positive et qu’elle ne s'an- 
nulé pas, quand h, K, 1... prennent toutes les valeurs 
entrés et + e, si ce n'est pour k = k = l=...= 0, 


ona z es 


fois les valeurs attribuées à à, y, z,... répondent à 
maximom. On voit enfin qu'il n’y a ni maximum ni 
Minimum, lorsque pour les valeurs de 2, k, /,... com- 
prises entre — £ et -+ £, la différenticlle d’ f prend des 
valeurs positives et des valeurs négatives. 

` Mais il peut arriver que la différentielle d’ f soit dan 


à as 
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tiquement nulle pour les valeurs attribuées aux variables 
£, Y, Z,--., OU bien que cette différentielle soit nulle, 
seulement pour certaines valeurs de h, k, Z,... comprises 
entre — € et + €, et qu'elle conserve le même signe pour 
tous les autres systèmes de valeurs de A, k, /,.... Quand 
ce dernier cas a lieu, il faut, pour que le minimum ou 
le maximum ait lieu, que l'inégalité 


af >0 ou af<o, 


persiste pour les valeurs de h, À, /,... qui annulent d*f. 
Or, pour de telles valeurs, la formule de Taylor donne 
f n, 
3) Af = — +R 
( s nas T A . 
et l'on en conclut immédiatement que les valeurs de h, 
k, L... qui annulent d*°f, doivent annuler en même 
temps d'f; alors on a, par la formule de Taylor, 
. dfi 
AF a —— g 
(4) S TTN ARR 





d'où il résulte que le maximum ou le minimum a lieu si 
pour les valeurs de A, k, Z,... qui annulent d*f'et d’f, 
d* f'a constamment le signe — ou constamment le signe +, 

Lorsque pour les valeurs attribuées à x, y, z,..., la 
différentielle d? f est identiquement nulle, la formule (3) 
montre que d? f doit être elle-même ideutiquement nulle; 
on voit ensuite, par la formule (4), qu'il y a maximum 
ou minimum suivant que d°/f'est constamment négative 
ou constamment posilive. 

Si d'f est identiquement nulle ou si elle s’annule sans 
changer de signe pour certaines valeurs de 4, X,1,..., il 
faudra recourir aux différentielles des ordres supérieurs. 
Mais il serait inutile de pousser plus loin.cette discussion ; 
ce que nous avons dit suffit pour les applications. 


et ne a miel he. ce. véttin R Er. cdi. ÉR 
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453. Dans les cas les plus ordinaires du minimum et 
du maximum, on a constamment 
fo ou d'f<Lo, 
mi à 
pour ‘les valeurs de h, k, l,... comprises entre —e et 
+-%. Nous allons chercher les conditions pour que l’une 
ou l’autre de ces inégalités ait lieu effectivement; nous 
considérerons seulement la première, savoir : 
fo, 
laquelle répond au minimum; le cas du maximum se 


ramène à celui du minimum en changeant f en — f. 


On a 7 
Uf, df af 





{ef= e a ht + a LT + 
ü) \ a dx? Fra dr dy Ta drdz dé 
I i 
d'f af bf 
. 2 HD + ++ ...; 
| i dy? t ? dy de RCE dz? FRE 
posons 
z € € 
h= EE Kg, ES 


E étant-une quantité positive aussi grande que l’on vou- 
dra, on aura 








df Sy Pf 
onp 3 p DETETA č s.. 
ME df= dx? * aiig dedy * Aa í zE + 
af, af Pf ; 
A dy? LE "PT 7 TT RU E 


Or quand h, k, },... varient entre les limites —e et +e, 
ë, "gs. varient de —E à +E; d’ailleurs E est une quan- 
tité aussi grande que l’on veut; donc l'inégalité d? f > 0 
exige que le second membre de la formule (2) reste po- 
sitif pour toutes les valeurs de £, n, ¢,..., comprises entre 


yit Lo, 


La question que nous avons à résoudre consiste donc 


, 
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à trouver les conditions pour qu'une fonction entière et 

homogène du deuxième degré de m variables ¢, n, £,... 

reste constamment positive. Désignons par V le second 
` membre de la formule (2); posons en outre 





A 
\ dx? ? 
: Pf Gf > Le 
a ——— ț +... =P 
(3) bg’ t ah. ý 
CS Pf > Df, E 
E 2p n ees +... =Q, 
omaura : ee 
(4) . V—=AR+2PE+Q. * 


Comme la fonction V se réduit à A £*, quand v, ¢,... s'an- 
nulent, on voit qu'on doit avoir d’abord 


A0; Fe 
alors, en posant 
(5) V, = AQ — P, ae 
il vient | | | 
(6) AV=(AE+P} + Ve ` 


La première partie de cette valeur de AV s'annule pour 
P P : 
:=— z quelles que soient 7, ¢,...; donc il faut que 


la quantité V, soit constamment positive. 

Ainsi, les conditions demandées pour que V soit con- 
stamment positive, sont : 1° que À soit 0; 2° que V, 
soit constamment positive. Or V, est, comme V, unce fonc- 
tion entière et homogène du deuxième degré, mais elle 
pe contient que nmh- 1 variables; on pourra donc raison- 
ier sur V, comme bons venons de le faire sur V, où 
trouveraffinsi les conditions pour que V, soit ,conistam - 
ment positive, savoir E i qu'une certaine . quantité 
déterminée A; sóit = o; 2° qu'une certaine fonction 


àx 4 
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lois du second degré V, de m— 2 variables soit 
constamment positive. Il est évident qu’en continuant de 
cette manière, on obtiendra m conditions 


A 0; A> 0, r i T E S A P 


nécessaires et suffisantes pour que l'on ait constamnient 


Ÿ>o. i 
Considérons en particulier le cas où la fonction f ne 
dépend que de deux variables x, y. Alors on a 


E Sapa ae L p, 


dr dady 
df df "ap ; 
a STA y 
puis n$ i 
| PAUE f j Mi 
p Le dx d } ve 
les conditions purga Yy soit constamment positive sont 
donc 
dBf æj as | af | < y 
da T Aide ay — È (ar ik 


ýk est évident que ces conditions entraînent la suivante 


on Cf z 


Pour passet au cas du minimum, il suffit de changer le 
Re in des deux inégalités qui expriment les 


ns du niaximum. à 


ú ` 


“tr à quelques exemples. 
154. Exrurar I. — Trouver le maximum de la dons 


gs 
f=x pi. w (a — ryms 4)", 


où l'on désigne par a une constante positive donnée, 
par a, z Ys- +- }, p des exposants entiers pon 
5 1 
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On a'ici à 
df dz „dy dut deddy pot dù 


Far te NDS le 7e = ere, 


Cf FNT dr\? (dx + dy +... + du)? 

De) =) a 
L'équation df— 0 peut être satisfaite par des valeu 

nulles des variables x, y, z,..., u, etil est facile de recon- 
naître dans quels cas ces valeurs répondent à un maxi 
mum ou,à un minfmutn. Nous en ferons ici abstraction; 
alors la condition df — =. and e 








Q t 
e IR 

d'où ron ire AN 
p -R Te 
œ 8 Re. 


enfin on „a, par les formules écrites plus haut et à pe. | 


de df=0, 
d'f<o, 


donc la précédente valeur de f est un maxi 


. 455. Exewrze IL. — Trouver les 
nima de la distance de deux poinfs"ap 
tivement à deux courbes données. 


Soient x,y,z les coordonnées rect aires d’un 
point M de la première courbe; x’, y', z’ celles d'un 
point M' de la seconde, et V le carré de la distance MM’, 
on aura 


(1) V=(s—zÿ+(r-rP+(t—:}. 


a 
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Iy a ici deux variables indépendantes; on peut choisir 

xet x’; alors y et z seront des fonctions données de x; 
y'et z' des fonctions données de x’. On a 


rs Fee +=), 
(2) š 

1 dV à “ds : 

l T=) -A5 BERT 





sont donc 
5 
EGITE) = Flr) ga =0, 
Kir, dy! né d? 
obic-ns p 





~ = sont dontiées par les équa- 
tions de deux í ar et en joignant à ces équations les 
deux précédentes, on aura un système de six équations 
qui détermineront les coordonnées x, y, z, x’, y', z'. 
Mais pour que le maximum ou le minimum ait effective- 
ment lieu, on doit avoir 


d’ V d'V d'V 3 
o) D-le) i 
i A (eY 


s'il en est ainsi, il y aura minimum quand z7 Im 


seront négatives, maximum dans le cas contraire. 
o% 15. 
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Les hiano (4) expriment, comme on le verra plus 
Join, que la droite menée par les points (x, y, z), 
(+, ÿ', z') est normale aux courbes données. Ce fait 
résulte d’ailleurs évidemment de ce qui a été dit au n°145. 


CA 
456. Supposons que les courbes données se réduisent 
à des lignes droites ayant pour équations 


T—=a:+a, y =b:+6, 
et 


+: + x z' = az + a, J'=b'z +6. 


Comme on a ici 
dy_b dz 1. dye i V4 i 
dz à dt a d? a?’ dr a 
37 d d'y" dr 
dei? de? de ds 
vérifie immédiatement que les conditions du minimum 
sont remplies. Alors les équations (4) du n° 155 sont 


et que les dérivées — sont nulles, on 


a(z—x)+b(r—-y')+(z—z)=o, 
a'(zx— x) t br — y n°: 


+ 


«et on peut les remplacer par deux des fe Sùiv antes : 
(a — a (T — x.) + (v hr) = 0, sÉ gg 
i (ba'— al) te — x) 40 Ah} +) 0, 7 
(ba' —ab') {y — x") +{e '— aJe 7) — 0. 
Mais des équations des droites, on déduit 
b — b) (z — x')— (a —-a)(ry—7')+(ba — ab')(:—2) 
= (&' — a) (€ — €) — (b' — b) (a — a); 
et'si l'on ajoute les quatre équations précédentes, après 
les avoir élevées au carré, il viendra . 
[(a' — a} + (b — b} + (ab' — ba'}]V 
= [ħa — a) (6 — 6) — (b' —b) (a —a)}5 ; ; 


y.s 
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on déduit de là l'expression connue de la plus courte dis- 
tance des droites données, savoir : 


(a! — a)(#—6)— (b'— b) (2 — a). 
Via — a} + (b' — b)+ (ab! — ba' P 


157. "TR UT. — Trouver les maxima etles mis 
nima de la” distance d’un point donné à une Surface 
donnée. è SARWE” 


A 





= 





Soient £o, Jo» Z, les coordofinées du point donné. 
ag fois axes rectangulaires, et x, y, z les coo 


Fe un poingde la surface. Le carré de la distance des 


ints est 


* 
M, : V=l ADS TORRES 


Lei une n donnée des deux variables indépen- 


dantes x, y, et nous ferons 
? < 


dz = pdx + qdy, 
dp =r dr +s dy, 


Fo Lu dg=Ss dz + t dy. 4 
Da on ar l , 
Lo: 


=(r- mn) +p(:— 2) 


v 
S tae 
E 2 dx 

Gil 1 dY 
3m U Itala) 
2 dy ? 


TY fpr s) KA . 


À 
… 


= = (19) + t (2 — zi), 


GARE | Ex 


+ 
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enfin, si l’on fait, pour abréger l'écriture, 


A rt—s, 


(4) B—(1+g)r—2pqs + (1 + p°)’, 
C=i+p +9", 


on aura, par les formules (3), 


11 d'V d'V d'V \? ; 
AES rra (Es) J=ae-2ÿ+8e-2)+c. 


La condition du maximum ou du minimum donne 


(5) 





ces équations, jointes à celle de la surface, détermineront 
les coordonnées x, y, z; on verra plus loin quelles sont 
précisément les équations d’une normale à la surface, 
quand on y considère x,, y,, Z comme des coordonnées 
variables, x, y, z comme des quantités données. 

Mais pour qu'un point M (x, y, z) déterminé comme 
on vient de le dire réponde effectivement à un maximum 
ou à un minimum, il faut que l’on ait 


(6) A(z—z)+B(:—-2)+C>o. 


Désignons par Z une indéterminée, remplaçons z, par Z 
dans le premier membre de cette inégalité, et égalons le 
résultat à zéro; on obtiendra l'équation 


(7) A(z—Z}+B(:—Z)+C=o, 


dont les racines sont toujours réelles, car on a 





B:—4AC—(1+p')(1+ 9?) pq° SERRE ORNE PE | 
P] 1+ itg 


k. 23 CORRE : r t \? 
Hapa) ap’) (g?) (5 + ni . 


4 
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Soient z’ et z” les racines Z de l'équation (7), le premier 
membre de cette équation sera identiquement égal à 


A(z:'—Z)(:"—7Z), 


et, par suite, en remettant au lieu de A sa valeur, notre 
condition (6) deviendra $ a 


(8) (rt = 8) (7 — 2) (2— 2) > 0. 


Soient M’, M” les points de la normale M,M pour 
lesquels la coordonnée z a les valeurs z’, z”; la condi- 
tion (8) exprime que si l'on a 


rt—s >0o, 


il faut et il suffit, pour le maximum ou le minimum, que 
le point donné M, ne soit pas situé entre le point M’ et 
le point M”. Au contraire, si l’on a 


rt—s Lo, 


il faut et il suffit, pour le maximum ou le minimum, que 
le-point M, soit situé entre M’ et M”. 

Il resté à faire la distinction du maximum et du mini- 
mum, La condition (6) étant remplie, la quantité 


AV ay LAN 
Lan "a P 


ne peut s'annuler, et par conséquent elle a le signe des 
dérivées < 

dCY  d'V 
da? dy* 


L 
donc la somme de ces trois quantités aura encore le mème 
signe, et l'expression 


LE E a 
CRT Re een: 


` 
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sera négative dans le cas du maximum, positive dans le 
cas du minimum. On reconnaît ainsi, au moyen des for- 
mules (3) et (4); que l’on a 


(9) 3 B(z— 23) + 2C<o 
dans le cas du maximum, et 
„ (fo) B(z:—2)+2C>0o 


dans le cas du minimum. Mais l'équation (7), qui a 


.. pour racines z’ et z”, nous donne 





donc la quantité 
te — 2° 3 — 3 


z— 2 2— 1 


est négative dans le cas du maximum, positive dans le 
cas du minimum. 

Supposons d’abord rt—s*=>0; alors les deux va- 
leurs z — z’, z — z" de z—Z tirées de l'équation (7) 
sont de même signe; donc les deux points M’ et M” de la 
ligne MM, ou uv sont situés d'un mème côté par rapport 
au point M. Lesdiflérences z, — z’ et z9— z” sont aussi 


u N Me y' M” v 


- — + 





de même signe, comme on l'a vu plus haut, et les points 
M’, M” sont d'un même côté de uv par rapport au 
point M,. On voit donc que la distance MoM sera un mi- 
nimum si les points M’, M” ne sont pas situés entre M 
et M,; elle sera un maximum dans le cas contraire. 
Supposons en second lieu rt — s* < 0; d’après l’équa- 


tion (7), les différences z — z’, s — 2" sont de signes 


P » 
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contraires, et le point M est situé sur da ligne uv, entre 
M’ et M”; mais la condition (8) exige que zo- z’ et 


... 
u M Ms M M v 
L ER. ONO mg 


A 


Z — z” soient également de signes contrairés,: c'est-à- 
dire que M, soit situé comme M entre M'et M”. Dans 
ce cas il est évident que la distance M, M est toujours 
un minimum, 
Examinons encore le cas de rt — s? = o. La condi- 
tion (6) se réduit à 
B(z:—z)+C>o, 


et, quand elle est satisfaite, l'inégalité (10) a liew à plus’ 
forte raison; il en résulte que le minimum a lieu. n 
n'existe plus dans le cas actuel qu'un seul point M’ de la- 
ligne M, M dont la coordonnée z’ satisfasse à l'équation 


B(z— z) +C =0. 


£n introduisant cette quantité z’, l'inégalité précédente 
devient | 


’ 
Zo — 2 


r >0; 





& — À 


donc, pour que le minimum ait effectivement lieu, il faut 
et il suffit que le point donné M, soit situé sur celle des 
deux parties M'u, M'v de la normale, où se trouve le 
point M. è 


u M Ms M' e 
+ 


ee -—-— m 








Enfin, si l’on a pour les coordonnées de M, 
A=o, B—o, 
la condition (6) se réduit à 


Co, 
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et elle est toujours satisfaite. Mais, dans notre hypothèse, 
on a | 


g CRE (gr — ps) = 0, 
et, par conséquent, 


r=0, $=0, t—0; 





les formules (3) montrent que le minimum a lieu. 
Les points M’ et M” jouent un rôle important dans la 
théorie des surfaces, ainsi qu’on le verra plus loin. 


Cas où les dérivées partielles d’une fonction de plu- 
sieurs variables cessent d'étre déterminées quand on 
donne aux variables les valeurs qui répondent au 
maximum Où au minimum. g 


158. Nous avons dit que les valeurs des variables qui 
répondent au maximum ou au minimum d’une fonction 
doivent annuler les dérivées partielles de cette fonction, 
à moins que celles-ci ne cessent d'être continues. Nous 
devons ajouter, d'après une remarque importante due à 
M. Bertrand, qu'il peut arriver que les dérivées partielles 
d’une fonction cessent d’être déterminées pour certaines 
valeurs des variables, et que ces valeurs répondent en 
même temps à un maximum ou à un minimum de la fonc- 
tion. Nous présenterons ici l’exemple même que M. Ber- 
trand a choisi pour justifier son assertion. 


Prosiime. — Trouver dans le plan d'un triangle 
donné le point dont les distances aux sommets du 
triangle ont une somme minima. 


FR 


Mi 





| 
A 
pe 


Prenons le côté AB du triangle donné ABC pour axe 
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des æ, et la perpendiculaire Ay à AB pour axe desty. 
Désignons par c la longueur du côté AB, par £o, y, les 
coordonnées du point C et par x, y les. coordonnées du 
point cherché M. La fonction dont on demande ici le 
Minimum est 


- 
© VEF T CODES ET CETTE TE) 
il est évident à priori que ce minimum existe dans tous 
les cas, et que la question ne comporte paside maximum. 


En égalant à zéro les deux dérivées partielles de la 
somme précédente, on a les deux équations 
x æ—c TZ —% FL 
D + — = H ae = 0, 
vaty Ve-d+r Vesa) x). 
yY EEA. t 


2 E lurppa oia a i 2v, 
Pi VETI Ve- PFP Ve atO IV. 


(1) 











ta 


quj représentent deux courbes dont l'intersection dori È à 
le point demandé M. Mais on peut à ces deux courbes;en 
substituer d’autres plus simples. A cet effet, désignons 
par w#b, © les angles formés par les directions AM, BM, 
CM avec la direction Ax de l'axe des x; chacun de ces 
anglesgloit être regardé comme engendré par une droite 
d'abord parallèle à Ax, menée par le point A, ou.B, 

“ou C, et qui se mouvrait toujours dans le même sens, 

: pe = es 

en s'élevant vers la partie positive de l'axe des y. D'aprés. 
cela on a 











COSO = ————— ) sin o = , 
. Vety vety 
- cos Ÿ = PELE ae), siny = E ARAN 
(r= e} +7 Veme +7 
T — Le P Y— Je 
— 


En — 9) 
1 


NS 
v(a 2) 0 — 7) V(z— z) + (y~ y.) 
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et les équations (1) et (2) deviennent 


COSw + COSŸ + coso = 0, 
sin w + sin Ÿ + sin w = 0, 
d’où 


cosw + cosy = — coso, sino + sinÿ = — sing. 


En ajoutant ces deux équations après les avoir élevées au 
carré, on obtient 
(cosw + cos} + (sino + sinb}' = 1, 
ou 
i 
1+ 2cos(} — uo) =0, et cos(4— w) — — —. 
2 


Ainsi l'angle p— w, qui n’est autre chose que AMB, 
. 1 j , 
a pour cosinus — <» et par conséquent cet angle 


AMB est de 120 degrés. On conclut de là que le point M. 
est à l'intersection de trois segments capables de 120 de- 
grés décrits sur les trois còtés du triangle respectivement; 
les cercles auxquels appartiennent deux de ces segments 
peuvent donc ètre substitués aux courbes représentées 
par les équations (1) et (2). 

Or, pour que les arcs, bases des segments dont il vient 
d'ètre question, se coupent réellement, il faut et il suffit 
que les angles du triangle soient tous les trois inférieurs 
pà 120 degrés. Donc, s’il y a dans le triangle un angle 
supérieur à 120 degrés, les équations (1) et (2), aux- 
quelles conduit la théorie, ne feront point connaitre le 
minimum, quoique celui-ci ait certainement lieu. Mais 
les premiers membres de ces équations cessent d'avoir des 
valeurs déterminées quand on remplace x et y par les 
coordonnées de l’un dés sommets du triangle : donc le 
point demandé ne peut être que l’un de ces sommets. 
C’est ce qu'il est facile de démontrer directement. 


2 
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- ~ 459. Désignons toujours par w l'angle MAB; nommons 
en outre o la distance AM, b le côté AC du triangle, et A 
l'angle CAB. La somme S des distances AM, BM, CM sera 


S=p + Ve — 2cp cosw + p° + Var — 2bpcos(A — o) +p'; 


or on a, par la formule du binôme, lorsque £ est suffisam- 


ment petit, 


ye — 2cp cosw -+ pt 


. 2 2 
=e F cCOSo — £)] 
& e 20 


r rpee| 22 Er D 


2\c 2c? 


2c° 
gl ordonnant par rapport à p, et en désignant par € 


une quantité qui s änouit avec p, 
RE ee + p = c — p cosw +p ae E p. 


* Si l'on remplace dans cette formule c et w par b et A — o, 
€ par », on aura 


ù 6 rue) tr 
td y a ERTS S) 


=b — péos(A = ù) + p 







; ’expression de S deviendra 
(Be) + [1 cos — cosca — o) | 


+ p [sino  sin?(A — o) 
: a |Het, 


S=(b +c)+p [1 2608 5A cos (Las) | 


. | eee, set) +(s+n)p. 


238 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
Cette expression se réduit à 


S—b+e, 


pour p = 0, et si l’on suppose que p soit un infiniment 
petit, la différence 

S— sS, 
aura le signe de 


I I 
1 — 2 cos — À cos — (A — w). 
2 2 


e 1 s, 

Dans le cas de À < 120 degrés, 2 cos n À est supérieur 
t 
à 1, et par conséquent S — S, peut changer de signe; il 
s'ensuit que Sọ ou b + c n’est pas une valeur minima ou 
maxima de S. Si l’on a A `> 120 degrés ou A = 120 de: 
grés, le coefficient de p dans l'expression de S ne pourra. 
AE SA > x 1 

devenir négatif; ce coefficient s’annulera pour ù = - À, 


dans le cas de À — 120 degrés; mais, comme le coeffi- 
cient de p° est positif, on aura toujours 


S=>S,, 


et par conséquent S, sera une valeur minima. , 

Donc, lorsque le triangle ABC a un angle supérieur 
à 120 degrés ou égal à 120 degrés, le sommet de cet 
angle est le point demandé. 


s 
Cas des fonctions implicites de plusieurs variables indé-. 
pendantes. 


160. Considérons le cas général où l’on a z équations 


SIE, Y, Z3..., u,0,w,...)=0, 
CF y Guess Us 0, Wiys.:)—= O0 
(1) fit 1J» 2 s UP, , ) , 


Janm lE Sy Eps ooy By Pj Pys) = 0, 
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entre m + n variables x, y,z,..., u, v,w,.... Parmi 
ces m+n varbables, il y en a m, x, y, z,..., par 
exemple, qui sont indépendantes, et les n autres variables 
sont des fonctions de celles-ci; nous nous proposoné-de 
déterminer les maxima et les minima de l'une des fonc- 
tons u, V, Wyss. 

La différentiation des équations (1) donne 


df df af df 

= dz + = + =d = = 

Le LE” dy + + 7 du + de + 0, 

df, df df If, 

nai 2 dy = d — dv Ee 
(2) aati dy + + 7 de + TE de+ o, 

14 PET dfa dfa 

Don E Le an + Ve S 

dr du dv 


Si u est celle des variables dont il faut trouver les 
maxima et les minima, on éliminera, êntre les n équa- 
tions (2), les n — ı différentielles dv, dw,..., et l’on 
obtiendra un résultat de la forme 


> P 
(3) Xdx + Ydy +Zdz +... + Udu=0. 


La condition du maximum ou du minimum donne 
du = 0, et les différentielles qui restent dans l'équation (3) 
étant arbitraires, on aura les m équations 


(4) g 7e y> D — °°°: 


Les systèmes (1) et (4) comprennent m+ n équations 


qui suffiront pour déterminer les m + n variables. Pour 
reconnaître si l’une des valeurs de u ainsi obtenues est 


effectivement un maximum ou un minimum; il faudra 
calculer la valeur de du et examiner si cette différen- 
tielle conserve le même signe. 
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Remarque sur le cas d’une fonction explicite de plu- 
sieurs variables liées par des équations données. 


161. Le cas précédent comprend celui où l’on demande 
de trouver les maxima et les minima d’une fonction expli- 
cite 

F(z, 7: 3,...) 
de m + n —ı variables liées entre celles par n —1 équa- 
:tions 


w | Atari re 


Sal; Y, Z...) = 0, 


car, en désignant par u la fonction F (x, y, z,...) et 
en joignant aux équations (1) la suivante : 


u=F (z, y, 2,...) 


on rentre dans le cas de n équations entre m+ n va- 
riables. D'après l'analyse du n° 160, il faudra différenticr 


l'équation précédente ainsi que les équations (1), et, puis- 
que du est nulle dans le cas du maximum ou du mini- 
mum, on aura 


` aY i EE ija 50 
(2) TT tH aaa O 
puis 

if df If 

antatI dz +.. = 0, 

dfi dfi f, 

r — d —— uz . = 
(3) dx + y d ul 9 

dfa dfr To 


r à 
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Cdi posé, il nous faut éliminer, entre les n équatiôns (2) 
et (3), n — 1 des différentielles dx, dy, dz,... et égaler 
ensuite à zéro les coefficients des différentielles qui 
restent dans l'équation finale. Pour faire l'élimination 
nous ajoutcrons l'équation (2) avec les équations (3), 
après avoir multiplié celles-ci respectivement par des 
facteurs indéterminés vs 


à RS PRE CT 
4 n” , 
ces'facteurs devront ètre choisis de manière à faire dispa- 
raître n — 1 différentielles; mäfs comme il] faudra ensuite 
é es différentielles restantes, 
di J loutes les différentielles 
asi l'onformera Tes équa- 









dfa 
— O 0, 
dr 
dfai t $ 
hs —_ 
dz °w 


A Tl reste à éliminer les n — 1 indéterminées PP PR 
„entre les m + n —ı équations (4), et l'on obtiendra 
de la sorte m équations qui, jointes aux équations (1), ser- 

viront à déterminer les mn + n — 1 inconnues x, yY, Z}... 


162. L'emploi des facteurs À n'a fait jusqu'ici que 
substituer une élimination à une autre, ce qui n’a pas un 
grand intérêt; mais la considération de ces facteurs va 
nous permettre d'établir une proposition importante. 

Si les variables x, y, z,... étaient toutes indépendantes, 
la condition du maximum ou du minimum de la fonc- 

l. 16 


a . 
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tion F donnerait les équations 


du Ds. He. à 
D =Y dy = 0, e JO 


mais il n'en cst plus ainsi dans notre cas, où il s’agit d'un 
maximum ou d'un minimum relatif, les variables x, X 
Z,... étant liées par les équations (1). Or, les équations (4) 
montrent que le maximum ou le minimum relatif de- 


mandé s’obtiendra par la règle du maximum ou du mini- 


mum absolu, appliquée à la fonction 


FHSAA +.. nE PER 


As Ais: e -s Ana étant des facteué indéterminés. 
Ajoutons en terminant qu ‘dans bien des cas, il 





—— -nna - EE NEN 


~ 
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t. EEE 


CHAPITRE VII. 
THÉORIE DES COURBES PLANES. 


De la tangente ct de la normale aux courbes planes. — 
Limite des tangentes. 


163. Soient x et y les coordonnées rectilignes d'une 
courbe plane donnée. Quelle que soit la variable qu’on 
le comme indépendante, le coefficient d'inclinaison 
tan gente au. point (x, y) de la courbe sera, comme 


Le ây e dy 
là | ri A 
imite du rapport : => ou le quotient + des 











elles dy et dx. En outre, si X et Y désignent les 
nées de la tangente, celle-ci aura pour équation 


La normale à la courbe, ou la perpendiculaire élevée 
sur la tangente, par le point de contact, aura, dans Je cas 


des axes rectangulaires, l'équation 
`i 


dans le cas général où les axes font entre eux un angle 


quelconque 9, l'équation de cette normale sera 
hg k 


dx + dy cosû 
dy + dx cos0 


Y—y=— (X— x). 


Lorsque les coordonnées x et y de la courbe sont don- 
16. 


+ 
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nées en fonction d'une variable £ de manière que l’on äit 
\ 


t=(t) rt), 


on conclut immédiatement 


a dr = y'(t)dt, dy = Y' (t) dt, 
puis 
dy yle) 
de g(t) 


Lorsque l'équation 
firr) =o 


, dy S > 
de la courbe est donnée, la valeur de g est déterminée, 
ar 


comme on l’a vu, par l'équation 


df df dy 
= + 2 = — 0, 
dx dy dx 


et si Pon remplace dy ar X ọn aura l'équation 
Er -3 
y P dx P x I 


X— 
de la tangente, savoir : 
df, if 
(X — » } de + (Y — Fes 0. 


Lorsque la courbe donnée passe par l’origine des coor- 
données, le coefficient angulaire de la tangente est évi- 


7 
demment la limite” pour x = o; au reste on a (n° 124) 
T 
dy 
OE 4 . dr 
lim = = lim —, pour r—o. rr 
z I 
164. Nous avons déjà eu l'occasion (n° 28) de dire ce 
que Ton entend par longueur de la tangente ou de la 
normale, et nous avons mentionné aussi les dénomi- 


nations de sous-tangente et de sous-normale. Supposons 
les axes rectangulaires; soient M le point de contact 


aq tar ais PR a O 


PN x 
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ét MP sou ordonnée, T et N les points où l'axe des x est 
rencontré par la tangente MT et par la normale MN. Nous 
5i 


SAS 


of T F N z 





désignerons par T et N les longueurs MT et MN de la 
tangente et de la normale; par T' et N'la sous-tangente TP 
et la sous-normale PN. Alors, les triangles rectangles 


PMT, PMN, dans lesquels les angles MTP, PMN ont A 


pour tangente, donneront 


dr dy 
T' =y — N= 7 =: 
© d) š * dr 
les mèmes triangles donneront aussi - æ 


T= ET, N=yr +N", 


et, par conséquent, 


je NEA pv, 


d dr 


Il faut remarquer que les expressions de T’ et de N’ sont 
positives ou hégatives selon que les directions TP, PN 
coïncident avec la direction Ox ou avec la direction 
opposée. 


165.‘ AsymPrToTES. — Limire pes TANGENTEs. — Une 
ligne droite est dite, comme on sait, asymptote d’une 
branche de courbe, si la distance d’un point M de la 
courbe à la droite tend vers la limite zéro, quand ce 
point M s'éloigne indéfiniment en restant toujours sur la 
courbe. Il est facile de voir que l’asymptote est en général 
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Ja limite vers laquelle tend la tangente au point M, quand 
ce point M s'éloigne indéfiniment. 
En effet, considérons une branche de courbe qui s'étend 

à l'infini et qui a pour asymptote une droite non paral- 
lèle à l'axe des y, représentée par l'équation 
(1) Y=gX +h. 
La distance du point (x, y) de la courbe à cette asymptote 
sera 

(y — gr — h) sinp 

gy ———— ee A 

Vi+2gcos0 + g 
0 étant l'axe des axes; cette expression doit tendre vers 


1 se 
zéro avec —; on aura donc, en désignant par € une quan- 
z e 
sip a Uai > I 
tité qui s'évanouit avec —, 5 
£ 
y—gr— h=: où y=gr + hta. 


On tire de là 


y h+: 

=- = g + ——: 

t LT 
et, pour x =, 

. Ÿ 
(2) g=lim-.: 
T 

Ensuite on a 

=(7—g:)— 6, 

z , 

et, par conséquent, `. 
(3) h = lim (y — gr). 


Les équations (2) et (3) permettent de déterminer les 
constantes g, h de l'équation de l'asymptote. 
Maintenant, reprenons l'équation de Ja tangente à la 
courbe, savoir : 
dy 


(4) = Dx+ (re). 
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Y “x . š : ` 
— est une expression fractionnaire dont les deux termes 
Æ 
deviennent infinis simultanément; on a donc (n° 124) 
dy 
ET .. dx 
lim = = lim — pour, 
T 


et par conséquent 


Ensuite on a 
à 


lim( y — gz) = lim —Ž ; 


T 


O — 
d 


lesdeux termesdela fraction 





s'annulent pour x = ; 
I 


z 
on aura done. en appliquant la règle du n° 124, 


Ainsi la tangente représentée par l'équation (4) a 
pour limite l'asymptote (1)quandle point (x, y) s'éloigne 
à l'infini, en demeurant toujours sur la branche de 
courbe que l’on considère. Ceci suppose toutefois {n° 126) 


dy dy és. à 
que zz €t y —x conservent des valeurs déterminées, .. 


quel que soit x; si le contraire avait lieu, l’asymptote ne 
serait plus la limite des tangentes.La courbe représentée 
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l'équation y = “2 off led T 
par l'équation y = —— offre un exemple de ce cas; l'axe 
ie dy 
des x est ici une asymptote de la courbe, = tend vers 
ar 


; 3 . ý dy Y. 
zéro quand x tend vers l'infini, mais y —2T est indé- 


d. 
terminée pour x = œ% . Ds 
Ordre du contact d'une courbe avec sa tangente. — ">`. 
Points d'inflexion. — Concavité et convexité. ` 


e d 166. Soit TQ la tangente au point M de la courbe MM”; 
` prenons sur la courbe le point M’ infinimeñħt voisin du 
point M et abaissons la perpendiculaire M’Q sur la tan- 


y' M, 
50 


j fm 
£ 


ba 


| 
| 
© T P P 7 
I 


M'Q 
gente. Le rapport MQ 


gle M'MQ, lequel est infiniment petit; si donc on prend’ 
MQ pour infiniment petit principal, M'Q sera un infi- 
niment petit d'un certain ordre y + 1 supérieur à l'unité. 
Je dirai que le nombre p exprime l'oræ@re du contact de 
la courbe proposée avec la tangente au point M. 
Rapportons la courbe à deux axes de coordonnées rec- 
tilignes Ox, Oy faisant entre eux un angle quelconque 6; 
menons les ordonnées MP, M’P’, et soient T,'m les 
points de rencontre de la tangente TQ avec l'axe des x 
et avec l'ordonnée M’P’. Si l'on désigne par a l'angle 
MT x, on aura, par le triangle rectangle M'mQ, 
M'm — Nge 
sin (9 — g ) 





est égal à Ja tangente de l'an- 


» Mm = MQ — M’'Q cotang (9 — 2), 


Sa i pen pms mnm ee S 
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et, par le triangle mTP’, 


Psp et, 
sing 
ou 
{ — 
MQ ec = = mo SI 8, 


sin 4 


On voit que, si l’axe des y n'est pas parallèle à la tan- 
gente TQ, les rapports des infiniment petits 


M'm, PP 
aux infiniment petits respectifs 
MQ, MQ 


tendront vers des limites finies. Donc si l’on prend PP’ 
pour infiniment petit principal, M'm sera un infini- 
ment petit de l’ordre y + 1. 

Désignons par x, y les coordonnées du” point M; 
par x+Ax, y + Ay celles du point M’, et par Y Tort 
donnée du point m de la tangente; l’ordre du contact 
en M sera inférieur d’une unité, d’après ce qui précède, 
à l’ordre infinitésimal de la différence 


(1) (r+47)—Y, ou Aÿ—(Y— y}, 


A x étant l'infiniment petit principal. Or on a, par l'équa- 


tion de la tangente, | 
l p 
Y—y= 9 Ar; 
dx 


donc l'expression (1) se réduit à 


dy 
2 Ay — — br. 
(2) T — 70: 
Cela posé, la formule de Taylor arrêtée au troisième 
terme donne e 
n dy d'y Az! 
(3) 3 dy Taie CE ER, 


dx dx? 1,2 
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« . . . . z . 
en supposant remplies les conditions de continuité exi- 


2 


TT n'est pas nulle, la diffé- 
rence (2) est un infiniment petit du deuxième ordre, qui 
ne change pas de signe quand Ax change de signe. Donc 
le contact d'une courbe avec sa tangente est, en général, 
du premier ordrè, et la courbe est alors tout entière 
située d’un même côté de la tangente, dans le voisinage 
du point de contact. 


Mais si l’on a, pour le point M, 
d'y 


= 0, 


gées, et l’on voit que si 





da’ 


la formule de Taylor arrêtée au quatrième terme don- 


nera 


dy d'y Ar’ 
AY —— Ar = — + 
(4) FR PE E 


s 

z 3 
infiniment petit du troisième ordre dont le signe changera 
avec le signe de Ax. Dans ce cas, le contact au point M 
est du deuxième ordre; en outre, puisque la -diffé- 
rence (y + A y) —Y change de signe en mème temps 
que Axr, la courbe traverse la tangente en M. On dit 
qu'il y a inflexion en M, ou que M est un point d'in- 
flexion. 


et si 





n s'est pas nulle, la diflérence (1) ou (2) sera un 


Cela exi d'y it pas nulle. S iné 
ige que zy ne soit pas nulle. Supposons géné- 
ralement que l’on ait au point M 


NES dy dy dy 
, ~= 0... ; ——— = 0, 


dx 





i E E d'y i 
mais que la dérivée suivante gx De soit pas nulle. On 





aura, par la formule de Taylor, 


l d'y Ar" 
(5) ay ar = a r 


— ———— Rasio 
di" 1.2...n F Basi 
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L'expression (1) ou (2) est un infiniment petit’de l'or 


dre n, et la courbe a, au point M, un contact d'ordre 
n—1 avec sa tangente. Si n est pair, la différence (1), 
(yz Ay) —Y ne change pas de signe quand Ax change 


de signe, et, dans le voisinage du point de contact, la > 


courbe est entièrement située d’un même côté de la 
tangente. Au contraire, si z est impair, la différence 
(y + Ay) — Y change de signe en même temps que Az, 
la courbe traverse sa tangente et le point M.est un point 
d'inflexion. : 

On voit en résumé que les points d'inflexion d’une 
courbe sont les points où la courbe a un contact d'ordre 
pair avec sa tangente. Il est à peine nécessaire d'ajouter 
que l'analyse qui précède laisse de côté les cas où les déri- 
vées de l’ordonnée de la courbe ne sont pas toutes con- 
tinues dans le voisinage des points que l’on considère. 

Nous présenterons encore ici une remarque impor- 


tante, Menons par le point M uné droite quelconque, et . 


soit Y, l'ordonnée de cette droite, correspondante à l’ab- 
scisse x + Âx; on aura Y, = a Ax, a étant le coefficient 
d’inclinaïson de la droite; par conséquent 


et, Ax étant infiniment petit, on voit que les différences 


Y—Y, (y +ar)—Y, 


sont de mème signe. On conclut de là qu’il est impossible 
de mener, par un point d'une courbe, upe droite qui soit 
comprise entre cette courbe et la taugente, dans le voisi- 
nage du point de contact. 


167. REMARQUE SUR LES POINTS D'INFLEXION. — Soit 


ES 
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TT’ Ja tangente en un point d'inflexion M; prenôns sur 
la courbe, de part et d'autre du point M, deux points M’, 
M”; la tangente TT” est la limite vers laquelle tendent 
les sécantes MM’, MM”, lorsque les points M’ et M” se 
rapprochent indéfiniment de M. Or, si l'angle M”MT” est 
plus grand que M'MT, il lui deviendra égal quand le 


= N° M — M sas 





point M” se sera suffisamment rapproché de M ; on peut 
donc supposer ces angles variables M” MT’ et M'MT égaux 
entre eux. Il résulte de là que si, par un point d'inflexion 
d’une courbe, on mène une sécante infiniment voisine 
de la tangente, cette sécante rencontrera la courbe en 
divers autres points, parmi lesquels il y en aura deux 
au moins qui, à la limite, se confondront avec le, point 
d'inflexion. à 


168. Concavıré ET coNvExITÉ. — On dit qu'une 
courbe est concave en un de ses points M vers une droite 
donnée, ou qu'elle tourne sa concavité vers la droite, 
lorsque, dans le voisinage de M, elle est située tout en- 
tière dans l’angle aigu que forme la tangente en M avec la 
droite donnée. Au contraire, elleestconvexe en M, ou elle 
tourne sa conve.rité vers la droite donnée, lorsque, dans le 
voisinage de ce point, elle est située tout'entière dans 
l'angle obtus formé par la tangente en M avec la droite. 

Les résultats obtenus au n° 166 donnent le moyen de 
feconnaître si une courbe présente, en un point donné, 
sa concavité ou sa convexité vers l'axe des x. Supposons 
d'abord que les axes soient rectangulaires; on voit sur la 
figure du n° 166 qu'il y aura concavité ou convexité en M 
suivant que l'ordonnée M'P'=y + Ay sera inférieure 
ou supérieure à l’ordonnée mP’ =Y de la tangente. Or, 
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l'excès de la première ordonnée sur la seconde est égale 
dy T 

à Ay — — Ax, expression qui, d'après la formule (3 

ET 3 EXP qui, Pp (3) 


Py 





du n° 166, a le signe de FE donc la courbe sera concave 
[LA 
à $ d? y 
ou convexe en M, vers l'axe des x, selon que gg sera 
T r 


négative ou positive. Toutefois, cela suppose que y soit 
positive, et il est évident que le contraire aura lieu, dans 
le cas de y négative. 

On voit, d'après cela, qu’une courbe reste convexe vers 


5 dy r dis 

l'axe des x, tant que y et ==> ont le mème signe, qu'elle 
‘ d'y 

reste concave au contraire tant que y et z7 sont de 

n s dar 


A z dy , 2 
signés contraires. Lorsque ee annule, la concavité ou 
pi ax 


la convexité persiste, si le contact de la courbe avec sa 
tangente est d'ordre impair ; maïs si ce contact est d'ordre 
pair, il y a inflexion; la concavitése change en convexité, 
ou inversement. 

169. La conclusion précédente ne subsiste pas toujours 
quand les axes font un angle aigu ou obtus ĝ; soit alors æ 
l'angle que fait la tangente avec l'axe des x, en sorte 
qu'on ait 

dy sint 

dr sin (8— 2) | 
Lorsqu'on a a << 0, dans le cas de x < go°, ou œ> 8 
dans le cas de «>> go°, la condition de la concavité ou de 
la convexité est la mème que si les axes étaient rectangu- 
laires. Mais, si l'hypothèse contraire a lieu, la condition 
de la concavité ou de la convexité est celle qui a lieu pour 
la convexité ou la concavité dans le cas des axes rectangu- 
laires. On vérifie facilement sur une figure l'exactitude 
de notre asserlion, mais on y parvient aussi par un calcul 
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bien simple. Désignons par x,, y, les coordonnées rela- 
tives à l'axe actuel des x et à un axe des y, perpendicu- 
laire au premier; on aura 


yı=ysinĝ, 2—zx+ 7ycos0. 


On tire de là 








A dr 
1 dx, 1 dz dy ig 
= = [ 1+ -- cosh) ; 
M dx, y dx dx 
et lona K 
a PRES EE sin 6 cosa 
dx — sin (9 —2) 
d P 
d A 
. I r, . 4 3. S] 
Le signe de — ra fait connaitre s'il y a concavité ou 
Jı av ri 
d . 
E 
s2 2, . ax 
convexité, et cette quantité a le même signe qye z-a 
T 
quand cos æ et sin (0 — z) sont de même signe; elle est de 
d 
d- CA 
dx 





quand cos x et sin (8— x) sont de 


. ue R | 
signe contraire à — 7 
y dx 


signes contraires. 


470. Exempzes. — 1° Considérons la courbe dont 
l'équation, en coordonnées rectangulaires, est 


y=sin z, 


; i i 
—— = COST = = — snr ——— == — 1 
’ Ue D : 
Il en résulte que la courbe est constamment concaÿe vers 
l'axe des x, et qüe es points où elle rencontre cèt axe 
sont des points d’inflexion. 

2° Soit la courbe dont l'équation, en coordonnées 
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rectangulaires, est 








y = tangy, 
On a 
dy _ı , d'y —2tingz idy __ 2s 
, dx  cos'x dx? cos’ x y dr’ cos'r 


la courbe tourne donc constamment sa convexité vers 
l’axe des x, et les points où elle le rencontre sont des 
points d'inflexion: 

3° Soit la courbe ayant pour EENE en coordonnées 
rectangulaires, 








T” — Z 
TT 3m +1 
on a 
dy _ 32 +Gz'—1 d'y  24(x— x) 
RC ei de eue 
1 d'y — 24 
y dx? [Br a> 


* On voit que la courbe tourne constamment sa conca- 
vité vers l'axe des x; elle a trois points d'inflexion qui 
sont situés sur cet axe et qui répondent aux abscisses 
x= — 1, X= 0, T = + 1. Les valeurs correspondantes 
de dr sont La —1, L, 

dx 2 2 


, d A 
Emploi des coordonnées homogènes. 


174. M. Otto Hesse a eu le premier l'ingénieuse idée 
de représenter les deux coordonnées rectilignes d’un 
point par les rapports de deux variables x, y à une indé- 
terminée z.Īl en résulte que toutes les équations devien- 
nent homogènes, ce qui offre souvent de précieux avan- 


, . . p , T 
tages. Les coordonnées étant ainsi désignées par =, Z, 
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l'équation d’une courbe quelconque aura la forme 
(1) S5 J,2)=0, 


f désignant une fonction homogène des trois variables.x, 
Y, + Quand on passe d’un point de la courbe à un autre 
point, on peut à volonté supposer z constante ou la re- 
garder comme variable. 

L’équation (1) étant différentiée sans faire d'hypothèse 
sur z,on a 


À 
(2) L der Lay yU uo 
dx dy dz 


Or les identités 


donnent 


Tr zx Y 
de =d 2 +Ž dz, ‘dy = ad” + } ds, 
3 z z z 
et par conséquent l'équation (2) devient 
# 


Ifj x df y Pii df z df Pi 
Ž + Zat Ci LUE od 
[Za z 5e dy z Z 7dr TY iy pe z] o$ 


z 


maissi z désigne le degré taste de lafonction f, * 
on a identiquement (n° 85 et 136) 


df af df 


(3) z yag ha S= 





donc il vient 


df x df yo 
— d- — d= =: 
(4) da 3 "dy az jé 


D'après les notations que nous adoptons ici, l'équation 
de la tangente à la courbe sera 


di 
Y PA DE r 
2 NET i 


4 3 
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ou, à cause de l'équation (4), 


X x\ df Y  y\df 
G-1)4+ 6-14 


Ajoutons au premier membre la quantité identiquement 


nulle 
t /Z z\ df 
Z =)’ 


réduisons ensuite par le moyen de la formule (3) et chas- 
sons le dénominateur Z; l'équation de la tangente sera 
simplement 


d i { 
(5) xV ir +2 
dx dy dz 
172. FxempLe. — Considérons le cas des courbes du 


deuxième degré. On a ici 


Jle, y, 2) =ar + by + e? + 2a! yz + 2b/xz + 2c/xy, 


puis 
s ıd 
AEP = ar +cy + b'z, 
dx 
1 d 
= = c'x + by + a!z, 
ay 
1 df 
z H betay+es, 
€ 


l'équation de la tangente au point (x, y, z) sera donc à 
(ar+e'y+b'z)X+{(c'x+by+al2)Y+(b'x+a y +cez)Z =o. 


Si l'on veut revenir à la notation ordinaire des coordon- 
nées; on fera z—1,2=1. 


173. Le résultat obtenu au n° 471 nous donne immé- 
diatement le théorème suivant : 
L. = 
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Taéonime J. — Les points de contact d'une courbe 
algébrique du degré n avec les tangentes qu'on peut lui 
mener par un point donné sont situés sur une seconde 
courbe algébrique de degré n —1. 


- En cffet, si l'on suppose que la courbe donnée du 
degré n soit représentée par l'équation (1) du n° 171, 
les points de contact des tangentes menées à cette courbe 
par un point donné (X, Y, Z) satisferont à l'équation (5), 
et il est évident que cette équation (5) représente une 
courbe du degré n — 1. 

Supposons que le point donné ocenpe successivement" 
toutes les positions sur une droite donnée; le précédent 
théorème subsistera pour chacune de ses positions, même 
quand le point donné sera situé à l'infini. On a donc cet 
autre théorème : 


Taéonème II. — Les points de contact d'une courbe 
algébrique du degré n avec les tangentes qu'on peut lui 
mener parallèlement à une direction donnée sont situés 
sur une courbe de degré n —à. 


Remarque. — Ce dernier théorème se démontre très- 
simplement sans recourir à l'emploi des coordonnées 
homogènes; mais Ja démonstration du théorème 4 exige 
unc transformation quand on fait usage des coordonnées 
ordinaires. 


`~ Recherche des points d’inflexion des courbes. 
T 


nP x y ’ sje 
174. Désignons par =, > les coordonnées rectilignes, 


par u une fonction homogène de x, y, z, et considérons 
la courbe représentée par l'équation 


(1) ü“ — 0, 


1- 
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Nous ferons, pour abréger, 


m du du du 
Pr D n gT" 
puis 7 È, s 
d'u du, d'u du, _ di, 
de de "n diy dy de Tn 
d'u, du, d'u du, du, 
D à MER ddr = Mi.) 
du du, d'u , du, du, 
At = Aus Ms d y 


En diflérentiant l'équation {1}, on a, comme nous 
i eq 
l'avons déjà trouvé, 


(2) i “ LE = + ad: 

r 
Soit n le degré d’homogénéité de la fonction u; u, et u, 
‘auront le degré n — 1, et l'on aura, 


# 


i 1 d 
du, — = [und + umaa | + (a — 1} S, 


‘74 {z 
du, =z [uaz maa? | -+ TEE) u, Č; 
3 z 7“ 


si donc on S léquation (2) en regardant la dif-. 


férentielle de = = comme constante ý ét qu’ on réduise le 


résultat par le es de la ni Ma pón aura 


CA nda » á) 
(3) ACC ) + 2t, (4) koa #2) K GEZ — o. 





Y 
(4) Pr $ s 


# 


- 


EC 





mule e ideñhique 


t U, Z l Y 


Il résulte de là que la formule (>) convient à la fois aux 
points d'inflexion et aux poiuts-qui satisfont simultané- 
ment aux trois équations à 


(6) > W= timo, ne M, SY 


. ‘+ 
Il reste à éliminer entre les équations (2) et (5) le rap- 


port des différentielles ÈS 3 de =; on oblüent immédia- 


Yement à 


“ 


Du, Us 4 mi ns 


y v ri 
t être lice. Effectivement, 


quatre équations identiques 
KL 


r Rir d Uy +u,z, à 
. W 


p F tia F lhis 23 
- uk y -F us Z, 







fo? “4 s h, H - La dl + usau?) 


GE ai ` h(n — 1) u (u, tta, — u}, ) — 2H (u), 
s A 4 re 
4 $: 
" 
. 
° nafha 
A 
z « 
y à 
La » 
` z 
EI N La am EET 






d by Google 


, 


£ 
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en posant, pour abréger, à 


H (u) = ui (tits — star) + Ms (lip ts — Un Ulas) 
j i 
+ hys (Uata — tti 3), p. % 


+ 


ou © 


t: 
H (u) = thy y tba, 3,5 F Dis is Ua, — Mi U3 — aa wia — ú, 


Quelle que sóit la forme de la fonction homogène u, le 
_cas de n —1 peut toujours être évitéæn multipliant u 
par unë puissance de : Z. p Alt, au du de la formule 


H(u)— 0. 


+ Supposons que la ourbe proposée soit algébrique 
ière et homogène d’ u degrë 






@ntier et positif n; a (7) sera du degré 3n — 4, 
. tandis que l'éque (12) sera seulement du degré 


‘à 





3 (n — 2} ou 3'n — 6. Si l'on çotisi 
: giņaires que peuvent admettre eux équations, comme 
répondant à un point imaginaire: cominun aux courbes 
représentées par ces deux équtiôns, on pourra éfoncer 
_le théorème suivant “Hèsse ;, iz 





Tuaéonie Í. vdi, d'une courbe 
al gébrique du degli n sont situés sur une Seconde courbe 
algébrique du degré 3 (n — 2). 


Et si les coefficients de la courbe demeurent indéter- 
minés, dë&manièrequ'il n'existe entre eux aucune rela- 


x tion, tes équations (6) du-numéro précédent n'admettront 


pas de solution commune; par conséquent les] points d'in 
> tion des.courbes (1) et (12) serontpour la courbe (1) 





c £ des points d'inflexion. D'ailleurs on sait ar le théorème 


gapo, que l'élimination d'une riable entre les 
lafions (1) et (12) conduit à une équation finale dont 


w 


2 
aUi. 
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le degré est égal au produit des degrés des deux équations ; 
on a donc cet autre théorème : 


Tuéonime IL. -— Une courbe algébrique du degré n 
dont les coefficients demeurent indéterminés a 3 n(n — 2) 
points d'inflexion. 


On voit en particulier que les courbes. du deuxième 
degré n'ont pas de points d'inflexion, ce qui est connu, 
et qu'une. courbe du troisième degré a en général neuf 
points d'inflexion réels ou imaginaires. 

La fonction H{u), définie par l'équation (11), est le 
déterminant formé avec les neuf dérivées partielles du 
deuxième ordre de la fonction u, savoir : 


Unis Was tiay 
H(u) = | Uia,- Ur, Us, 


Wisa  Ui,ss Usse 


M. Hesse l'a nommé le déterminant de la fonction u. 
Ce déterminant est le dénominateur commun des expres- 
sions que l’on obtiendrait en résolvant les équations (9) 
par rapport à x, y, Z; il en résulte que l’équation (12) 
est toujours satisfaite par les valeurs de SE L, suscep- 


tibles de satisfaire aux trois équations (6), proposition 


«jue nous avons déjà établie plus haut. 


x 


Des points singuliers des courbes planes. 


176. Considérons un point M d'une courbe plane; 
menons la tangente TT’ au point M, traçons ensuite un 
contour ferme et convexe infiniment petit, dans l'inté- 
rieur duquel se trouve le point M; on peut prendre, si 
l'on veut, pour le contour dont il s’agit, la circonférence 
d'un cercle décrit du point M comme centre, avec un 
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rayon infiniment petit. En général, le contour ainsi formé 
ne coupera la courbe qu'en deux points m, m’, et les 





on 


rayons Mm, Mm’ feront des angles infiniment petits 
avec les directions respectives MT, MT’ de la tangente; 
par conséquent l'angle de ces rayons différera infiniment 
peu de deux angles droits. 

Lorsque ces deux circonstances ne se présentent pas 
simultanément, le point M est dit un point singulier. 
Nous allons énumérer les diverses espèces de points 
singuliers que l’on peut rencontrer. 


1° Points muLTIPLES. — On nomme points multiples 
ceux où se croisent plusieurs branches de courbe tan- 


\r N 
X 
A | 
/ Sy J 
;  INORES 
D 


gentes ou non les unes aux autres. Le cercle décrit d’un 
point multiple comme centre, avec un rayon infiniment 
petit, coupe la courbe en plus de deux points. 


2° Points DE REBROUSSEMENT. — On nomme points 
de rebroussement ceux où deux branches de courbe 
viennent s'arrêter et où elles ont une tangente commune. 
Le cercle décrit d’un point de rebroussement comme 
centre, avec un rayon infiniment petit, ne rencontre la 
courbe qu'en deux points; mais les rayons qui passent 
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par ces deux points font entre eux un angle infiniment 
petit. 

On distingue les points de rebroussement en deux Si 


genres. Le rebroussement est dit du premier genre dors- 
que les deux branches de courbe sont situées de part et 
d'autre de la tangente commune; au contraire il est du 


deuxième genre quand les deux branches de courbe sont 
d’un mème côté de la tangente. 


3° Points 150LÉs. — On nomme points isolés les 
points qui ne sont voisins d'aucun autre point de la 
courbe. Le cercle décrit d'un point isolé, comme centre, 


avec un rayon infiniment petit, ne rencontre la courbe 
en aucun point. 


4° Points p'annèT. — On nomme point d'arrét un 
point où une branche unique d'une courbe vient brus- 
quement s'arrêter. Le cercle décrit d'un point d'arrêt, 
comme centre, avec un rayen infiniment petit, ne ren- 
contre la courbe qu’en un seul point. 


59 Points SAILLANTS OU ANGULÆUX. — On nomme 
point saillant ou anguleux un point où viennent se ter- 
miner deux branches de courbe qui ont en ce point des 
tangentes distinctes. Le cercle décrit d'un point saillaut, 
comme centre, avec un rayon infiniment petit, coupe la 
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courbe en deux points; mais les rayons qui passent par 


ces points font entre eux un angle qui diffère de deux 
droits ou de zéro d'une quantité finie. 
Nous allons présenter ici un exemple pour chacune 


des cinq espèces de points singuliers que nous venons de 
mentionner. 


177. EXEMPLE D'UN POINT DOUBLE OU D'UN POINT ISOLÉ. 
— Considérons la courbe représentée en coordonnées 
rectilignes par l'équation 

P 


, x — b\1 
E EL 


2 

(x) désigne une fonction de x bien déterminée, qui 

reste réelle et finie; a, b, c sont des lignes positives 

données; enfin Ë est une fraction irréductible dont le 
q 


dénominateur est pair. 
pP 


—b\1 
Le facteur (= = ) ayant deux valeurs égales et de 





signes contraires, la courbe dont nous nous occupons est 
formée de deux branches auxquelles appartiennent res- 


pectivement les équations 
p 


7 = g(x) +(æ— a) (= 





c 
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p 


` ti i r— b 4 
où l’on prend positivement l'expression (==) + Les 
c 


d , . : 
valeurs de = relatives à ces deux branches de courbe sont 
ci 


données par la formule 
p P 


=i 


Dep pea 
q 











dx c c c 


} 
et, pour x =a, on a 
pP 


\ dy a—b\f 
x =g(a), D = (a) ( > )- 





Supposons a > b. Dans ce cas, les deux branches de 
courbe se réunissent en un point dont l'abscisse est a, 
mais elles ne s’y arrètent pas brusquement, puisque l'or- 
donnée de chacune d’elles reste réelle quand on pose 
x= a+ h. Eu outre ces branches de courbe ont des 
tangentes distinctes au point où elles se rencontrent; on 
voit que celui-ci est un point double. 


> d 
Dans le cas de 4 < b, la valeur précédente de z est 


imaginaire; il n'y a donc pas de tangente au point dont 
l’abscisse est a. La valeur de y relative à chaque branche 
de courbe devient imaginaire pour x =a Æ h, et en 
conséquence le point qui a pour coordonnées x = a, 
y = 9 (a) est un point isolé. 


178. EXEMPLE D'UN POINT DE REBROUSSEMENT DU PRE- 
MIER OU DU DEUXIEME GENRE. — Considérons la courbe 
représentée par l'équation 

P 
y=g(1) E(x — a)! y (s), 


ọ (x) et Y (x) étant des fonctions bien déterminées qui 


O a o ” à ap kai y a i cf aT die a aM aM 
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demeurent réelles et finies; a une constante donnée: 
Z une fraction irréductible positive et supérieure à 1, 
dont le dénominateur est. pair. Comme dans Li 
précédent, la courbe peut être regardée comme Composée 
de deux branches qui répondent respectivement au 
signe + et au signe — du dernier terme-de l'équation. 

Les deux valeurs de y sont réelles et inégales pour 
x>a, elles deviennent égales pour x = «yet imagi- 
‚naires pour x <a. Ainsi les deux branches de courbe 
s'arrêtent l’une et l’autre au point dont Eabseisse esta; 


. d 
L'expression de Z est 


+ P P 


F p 
=r CE 2 aty (eTa À 


dz 
et, pour x = a, elle se réduit, à cause de? `> à la va- 
Ton 

leur unique + (a). Les deux,branches de courbe ont donc 

mème tangente au point où elles se rencontrent; par con- 
séquent, celui-ci est un point de rebroussement. 

Il est évident (n° 168) que le rebronsserhent sera du 

premier genre ou du deuxième genre, selon que Hes 


HR E 
valeurs de Ta qui répondent aux deux branches de courbe 
= $ 


seront de signes contraires ou de mème signe pour 
x= a+ h, h étant un infiniment petit; l'expression de 


dx? 
d?y lad p z 
ma =) (e—a y" (e) Has (e a) P(x) 
La 
D u 
+r t) (e—a) ÿ(x) 
1 \4 


d? viis 
Lorsque È est > 2, les deux valeurs de T diffèrent 
q dx 


ss 
+$ 


A 


; air À . 
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infi t peu de ọ” (a), pour x=a+ h; done, si ọ 


























n'ést-pas pulle, le rebrousse ù deuxième 
4 Ce e subsi "(a\ est pu 
s £ t> infini +4) soit 
+ i We del 
vf est CMS deux valeurs de — sont in 
L Èt il est évident qu’elles sont de ., 
+ D MR — u + li; donc le rebrous . 
À + H p": Á. 
s i "a e par les équations" 
yA- =p vz, 
“font partie de l i le Ru que nous venons de'e 
sidérer. sae wild onnées est un points 
br du p enre, pour la prem 
` e oint de rebroussement du deuxièine g 
se e. p» 
179. E Ain f UN POINT D'ARRÊT. — 
sentée par l'équition 
2 | 
| y=" 
offre l'exemple d'un point d'arrêt, à l’origine des coor- 
p données. Si l'on fait croitre x de o à + w , l’ordonnée y 





décroit de + à +1, et l'on a une première branche 
de courbe située dans l'angle des coordonnées positives; 


i ʻi {€ 


git y Goo 
A ee 2 se A ms lle tn re 


LL - 










t . 
Ri D oS 5 »Å < + 
tp nEs ° 
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fde courbe a kim, e 
lèle à l'axe des x ré] ndant à une 
EL à 1. Si loni déeroitre x dé o à — æ; 
y croît de o À + ı, et Tonja ainsi un 
ranche de courbe qui s'arrête br merit 
Il faut remarquer que la fonctior vient discontin 
x varie de # 4 à 4 h, h étant infiniment petit 
ass brusquement d'une valeur infini it petit 


‘infiniment g et, pour x % elle a] 
à 








le d'ùn point saillant à l'origine des coor- 


Su, A. 
An, a 





ç’ 
4 


Pour avoir la tangente à l’origine, il suffit (n° 168) de 
preñdre la limite du rapport 3 


f_i 
z “i 
1-40; 


pour x = 0. Or, quand x tend vers zéro, €” tend vers o 
ou vers + œ , suivant que rest positive ou négative; il 
. y a donc, à l'origine, deux Langettés dont les coeficients 


4 









y Goog e 


ê 
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d'inelin sons sorit respectivement o et 1. La courbe est 
ainsi composée de deux branches : l’une, OG, est située 
dans’ angle des coordonnées positives et elle est tangente, 
à l'origine, à l'axe des abscisses ; l’autre branche, OH, est 
située dans l'angle des coordonnées négatives et a pour 
tangente, à l’origine, la bissectrice OT de cet angle; 
donc l'origine est un point saillant dé la courbe. 

L 


Caractère analylique des points singuliers. 


481. Nous allons établir ici un théorème général qui 
embrasse wne classe étendue de courbes et qui fait con- 
naitre une condition commune à laquelle doivent satis- 
faire tous les points singuliers. 


Tuéonèue. — Soit f (x, y) une fonction dés dxhgbles 
x, y, qui reste continue ainsi que ses dérivées par elles 
du premier ordre, et qui prenne une valeur bien déter- 
minée quand on donne à x et à y des valeurs déter- 
minées. Si x,, Yo désignent les coordonnées rectilignes 
d'un point singulier de la courbe représentée par 
l'équation 
(1) Siz: y)=0, 
les équations | 


fe, 


= 0, a 


(2) > 


+ 


admettront toujours la solution x = £o, Y = Yo. 


En effet, désignons par x,, y, les coordonnées d’un 
point quelconque M de da courbe, et par 6 l'angle des 
axes coordonnés; décrivons un cercle du point M comme 
centre, avec le rayon infiniment petit p, el nomrhons 
x, +h, y, +k les coordonnées d’un point mm de la cir- 
conférence. On aura 

Elta Vel = 0» “a 
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et la condition pour que le point m appartienne à la 
courbe sera 


JS{r+hr+h)=o où f(t h, yot k) — fre re) —0. 


4 


Au moyen de la formule de Taylor, cette équation 
devieng 
(3) (2) (2) k =+ R, —0, 
dr }o P 


en posant 
(4) n= [e (ZL) +a (EL) +e (| 


l'indice o exprime ici qu’il faut remplacer x et y par x, et 
Yo; l'indice ı indique que x et y doivent ètre remplacées 
par des valeurs comprises respectivement entre x, et 
Xo +A, Yo cty +k. 

Soit w l'angle que le rayon Mm = p fait avec l'axe des x, 
on aura 

sin (9 — w) i sin w 

sing ? P no 





et l'équation (3) divisée par p deviendra 
d sin (0 — w) df\ sinw R, 
(5) (2). sing + (2), sin  p — 


. R à 
il faut remarquer que — s’annule avec p. Cela posé, si 





d 7j . ’ 
a ct Y ne sont pas nulles simultanément, on 
dz}, dy Jo 


pourra trouver une quantité positive M et un angle z, tels 
que l’on ait 


(6) (F)= — Msine, (Z), = + msin(o — 


car M et æ ne sont autre chose que les coordonnées po- 
laires du point qui aurait les coordonnées rectilignes 
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, 


as (£) et —— (£) + Au moyen des formules (6), 


sing \dy sin 9 \dr 
l'équation (5) devient : 
(7) Msin (o — a) + = = 0, 

p 
et, comme il est permis de négliger dans w les multiples 
de la circonférence, cette équation ne peut être satisfaite 
que si w diffère infiniment peu de æ ou de t + g. Donc, 
pour connaitre le nombre des racines w de notre équa- 
tion, il suffit d'examiner comment varie son premier 
membre 


(8) M sin (u — a) + © 


quand w varie de «— e à a+ £ ou de (rn+2)—e à 
(T+a)+e, e étant une quantité aussi petite que l’on 
voudra, mais déterminée. 

Or, d’après notre hypothèse, [a quantité 


R = fre + h, Yo + 4) — fr de) — h (£).- k (2), 


. . R, 
est une fonction continue de k et de k; donc — est une 


fonction continue de w; en outre cette fonction s'annule 
pour p = 0, quel que soit w, par conséquent, la même 


R 
d <= 


chose a licu (n° 58), à l'égard de la dérivée -5 Cela 
aw 
étant, la dérivée de l'expression (8) par rapport à w est 


R 


d— 


M cos {o — a) + 3 


w) 


L 


et elle diffère aussi peu que l’on veut de + M ou de 
— M, lorsque w — x diffère suffisamment peu de o ou 
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de x. En conséquence, la fonction (8) est croissante 
quand w croît de «a — £ à a + £, et elle est décroissante 
quand w croît de r+a—e: à Tate; en outre, cette 
fonction change de signe, dans l’un et l’autre cas; donc 
elle s’annule entre les deux limites. 

IT résulte de là que si les équations (2) n’admettent pas 
la solution communé x = re, Y = Yo, l'équation (7) aura 
deux racines w, l’une infiniment peu différente de a, 
l’autre infiniment peu différente de x + x, et qu'elle 
n’aura aucune autre racine. Ainsi le cercle décrit du point 
M (Xo, yö) comme centre, avec le rayon p, ne coupera 
la courbe qu'en deux points m, m’, et les rayons Mm, 
Mm’ feront des angles infiniment petits, l’un avec l'une 
des directions de la tangente en M, l’autre avec la direc- 
tion opposée. Il s'ensuit que le point M ne sera pas un 
point singulier, ce qui démontre le théorème énoncé. 


Remarque. — Si l’on adopte le système des coordonnées 


, TJ nos 
homogènes, les coordonnées 55 z des points singuliers de 


z 


la courbe représentée par l'équation homogène 
u =f (2, 7,3) —=0, 


annuleront les trois dérivées partielles du premier ordre 
Us, Us, Us, car les équations u = 0, u, = 0, Us = o en- 
traînent u, = 0. Il en résulte que le déterminant de la 
fonction u (n° 475) s’annule pour tous les points sin- 
guliers. 


Recherche de la nature des points singuliers. 


182. D’après ce qui précède, les coordonnées des 
points singuliers de la courbe 


(1) fiz, y)=0 
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doivent satisfaire aux deux équations 


Ps. = 


= 0 = 
dr i dy 


(2) 


Nous admettrons dans ce qui va suivre que toutes celles 
des dérivées partielles de la fonction f(x,y) que nous 
aurons à considérer restent continues. Soit £o, y, les coor- 
données d'un point M de la courbe (1), qui satisfassent 
en même temps aux équations (2), mais qui ne vérifient 
pas à la fois les trois équations 


d? d’ d? i 
(3) eo, ire ho. 
1) J 


Désignons, comme précédemment, par x6+#, yo +% 


les coordonnées d’un point m de la circonférence décrite 


du point M comme centre, avec le rayon infiniment petit €. 
La condition, pour que ce point m soit sur la courbe 
donnée, sera 


S{ro+h, Y+k)=0, 


ou, en développant par la formule de Taylor, et en sup- 
primarit les termes qui sont nuls en vertu de nos hypo- 
thèses, 


(4) = G (),+ 2hk (+ e(52) |] ki 0; 


R, désigne, conformément à notre notation habituelle, 
le reste de la série arrètée au troisième terme. 
Si l’on a 


co (2) (Eph 


le trinôme entre crochets, dans l'équation (4), ne sera 
jamais nul, et comme sa valeur absolue est supérieure à 
celle de R;, lorsque h et À sont suffisamment petits, il 








` 


e e ie 
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est évident que l'équation (4) ne pourra pas être satis- 
faite. Il s'ensuit que la circonférence de rayon p ne ren- 


contre pas la courbe, et, par conséquent, le point M est 
un point isolé. 


183. Lorsque l'inégalité (5) n’a pas lieu, les racines t 
de l'équation 


Ëf (ES: af eu 
(6) (3), + 2 (2) (F2)e 0, 


sont réelles, et elles peuvent être représentées par 





sinz siné 








F n mer Ti 

sin (9 — a) sin (9 — 6) 

0 étant toujours l'angle des axes, z et 6 des angles com- 
J ; 

prisentre zéro el T; on peut alors mettre l'équation (4) 

sous la forme 


, 1{df sina sin & 
e FAE Eh | |k — h =0. 
z (7 i sell +R ai 


E sin{ 9 — w) 

Nous remplacerons X et k par leurs valeurs EE, 
sin 

ps 

si 

en outre, pour abréger l'écriture, 


nu . + S] 
3 déjà employées au numéro précédent; nous ferons 
s ; 














væ- a-e. 


= M X 2sin'0, 


en convenant de prendre le radical avec le signe du pro- 
duit sin (9— 2) sin (9— ê). L'équation (4), divisée par př, 
devient alors 


la 


G 


O R 
(7) Msin{o — 2) sin {o — 6) + — =ò, 
-i 
i 
R , 
— s'annulant avec 2. r 
P 
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Supposons d’abord que les racines de l'équation (6) 
soient inégales ; dans ce cas, on a 


Pf [Bf df \? 

o (2) E), 

et les angles æ et 6 ne ‘sont ni égaux entre eux ni sup- 
plémentaires. Il est évident que l'équation (7) ne peut 
être satisfaite que par des valeurs de w infiniment voisines 
de l’un des angles g, n + æ, €, x +6; d'ailleurs, si l'on 
désigne par w l’un de ces quatre anbles. et par € une : 
quantité positive déterminée aussi petite que l'on voudra, 
le premier membre de l'équation (7) changera de signe 
quand on fera croître w de w$—e à we; donc il 
y a au moins une racine dans cet intervalle. Mais je dis 
qu'il n’y en a qu’une seule. En effet, la dérivée du pre- 
mier membre de l'équation (7) par rapport à w est 

a: 


3 


M{[cos{(w — a) sin (o — 6 )+ sin (w — a) cos (w — 6) + -E> 


etelledifférera aussi peu quel'on voudra dec Msin (x—6), 
si e est suffisamment petit. Comme R, est une fonction 
continue de w, en vertu de nos hypothèses, nous pouvons 
conclure que le premier membre de l'équation (7) est une 
fonction constamment croissante ou constamment dé- 
croissante, dans l'intervalle dew, — £ à w,+e; donc cette 
équation n'a que quatre racines, lesquelles différent infi- 
niment peu des angles réSpectifs a, n-a, 6, n +6. 

Le cercledécritdu point Mcomme centre, avec le rayon 
infiniment petit #scoupe donc la courbe en quatre points; 
et parmi.les”quatre fayons qui passent par ces points, 
il y en a deux-qui font respectivement des angles infini- 
ment petits avec les deux directions de la droite inclinée 
de l'angle x sur l'axe des x, tandis que les deux autres 
rayons font des angles infiniment petits avec les deux di- 
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rections de la droite qui répond à l'angle 6. Dans le cas , 
que nous examinons, le point M est un point double. 


184. Supposons maintenant que les racines de l’équa- 
tion (6) soient égales entre elles. Dans ce cas, on a 


o (m) (as). 


les angles «, 6 sont égaux entre eux, et l'équation (7) 
devient 
(10) | Msjm (a — a) + È — o. 

p 
Mais il est ici nécessaire de prendre un terme de plus dans 
le développement fourni par la formule de Taylor. On a 


3 y d'f A Of 
| R, 7 1.2.3 fa (S) (EE), 
Le b df , 
| + BAPE) +4 (SE Jr 


Si la partie entre crochets de cette valeur de R, ne s'an- 
nule pas pour w= « ou pour v —"#"# + a; elle conservera 
le même signe + ou — quand w croîtra de &— + à a+e, 
tandis qu’elle aura constamment le signe opposé — ou + 
quand w croitra de T-Hg—e à r+a+e; d'ailleurs ce 
signe sera celui de R;, puisque p est supposé infiniment 
petit. Il résulte de là que l'équation (r0) n’a que des ra- 
cines infiniment voisines de l'angle æ, ou que des racines 
infiniment voisines de l'angle r+ æ. Les deux premières 
dérivées du premiér membre de l'équation (10) sont 








da> e2: 
M sin2(o — a) £ 2M cos2{(w — a) -+ -5 ; 
tl o) Uw 


lorsque w diffère peu de æ ou de r+«, la dérivée du 
deuxième ordre diffère peu de + 2 M; donc la dérivée du 
premier ordre est constamment croissante, et elle ne peut 


(20 CE DEC 
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s'annuler qu'une seule fois; il s'ensuit que l'équation (10) 
ne peut avoir plus de deux racines; enfin ces deux racines 
existent effectivement, puisque R, est nécessairement 
négatif quand on donne à w l’une des deux valeurs a, 
r+a. 

Dans le cas que nous examinons, le cercle décrit du 
point M comme centre, avec un rayon infiniment petit, 
coupe la cogrbe en deux points, et les rayons qui abou- 
tissent à ces points, situés de part et d’autre de la droite 
inclinée de l'angle æ sur l'axe des x, forment avec l'une 
des deux directions de cette droite des angles infiniment 
petits. Donc, le point M est un point de rebroussement 
du premier genre. 


185. Il nous reste à examiner le cas où la partie entre 
crochets de l'équation (11) s’annule en même temps que 
sin (w — a). Ici, comme, dans le cas précédent, l’équa- 
tion (10) ne peut être satisfaite que par des valeurs de w 
infiniment voisines de g ou de z +a; donc il ne peut y 
avoir, au point M dela courbe, qu'une seule tangente 
et celle-ci est inclinée sur l’axe des x de la quantité z. 
Pour reconnaître la nature du point M il convient d’aban- 
donner la considération du cercle de rayon p et de lui 
substituer deux parallèles à l'axe des y, infiniment voi- 
sines et situées à des distances égales de M. Nous ferons 
k = th et nous poserons 


A0 z [eee (LT 
ad 


EE 
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Si l'on arrète au cinquième terme le développement 
de f (x, + h, y, + k), le reste pourra ètre représenté par 
R, =W [A (4) +a), 


e 
n désignant une quantité infiniment petite; par consé- 


quent l équation qui exprime que le point (x, +h, yo+) 
appartient à la courbe proposée sera 


(12) A(O HARE EA + PIS) +a] = o. 


Dans le cas qui nous occupe, les deux racines de l’équa- 


4, 


tion f; (1) = o sont égales entre elles, et en désignant 
par t, leur valeur, on a f,(t,) — 0; d’après nos pre- 
sa . ? sina 
mières notations, /, est égal au rapport "Ceux etles 
— g 


racines réelles que l'équation (12) peut admettre sont infi- 


“niment peu différentes de t,. Posons 


{ 


(13) - t=t +), 


À étant une nouvelle ineonnue que nous substituerons 


à t, on aura 


et si l'on fait, en outre, 





F (1) — £ Ur 4/0 à (ui, 
FG)= ru, +0) fila), 


R 
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l'équation (12) deviendra 
(14) FO)+A[F (Q) +r1]=0o, 


n s’annulant avec À. 
Si les racines de l'équation 


(15) F{i)=0o 


sont imaginaires, il est évident que l'équation (14) nad- 
mettra pas de racines réelles; il n’y aura donc pas de 
tangente au point M de la courbe, et celui-ci sera un 
point isolé. | 

Si les racines de l'équation (15) sont réelles et inégales, 
et qu'on les désigne par À’, À”, il est évident que le pre- 
mier membre de l'équation (14) changera de signe, quel 
que soit le signe de k, quand on fera varier ? dans le voi- 
.…sinage de À’ ou de 2”, L'équation (14) a donc deux racines 
réelles X,, À”, et elle en a également deux autres À!, À’ 
quand on écrit — h au lieu de 2; il résulte de là qu'il 
existe quatre points de la courbe pour lesquels on a, 
d'après la formule (13), 


k=t k + X, hr, k= tihi, le, 
k= th he, k= tht hk. 


Deux des quatre rayons qui joignent ces points au point M 
font des angles infiniment petits avec l’une des direc- 
tions de la droite qui a le coefficient d’inclinaison t,, 
tandis que les deux autres rayons font des angles infini- 
ment petits avec Ja direction opposée. Il s'ensuit que le 
point M est un point double où se croisent deux bran- 
ches de courbe qui ont en ce point la méme tangente. 
Enfin, si les racines de l'équation (15) sont égales, 
désignons par À’ leur valeur, et supposons que l'équation 


(16) F, (4) =0, 


CHAPITRE VII. 281 


n'admette pas la racine À’; l'équation (14) prendra la 
forme 





Vars F0) +n 
Q =x) 2h ET 
Cette équation a deux racines réelles X,, X,, infini- 
ment peu différentes de }', pourvu que À ait un signe 
F, (X) 
Si (4) 
de cette quantité, l'équation n'admettra pas de racines 
réelles. Il s'ensuit qu'il existe deux points de la courbe, 
pour lesquels on a 


contraire à celui de ; mais si l’on donne à A le signe 


E=URAHAM, A=th+X h; 


d’ailleurs, si 4’ n’est pas nulle, } et 2, sont de même 
signe; donc les rayons qui joignent les deux points au 
point M sont situés d'un même côté de la tangente et 
font avec l'une des directions de celle-ci des angles infi- 
niment petits. Le point M est donc un point de rebrous- 
sement du deuxième genre. 

Cette conclusion ne subsiste pas dans le cas de = 0; 
le rebroussement est alors du premier genre; elle peut 
aussi être en défaut dans le cas où ?/ est racine de l’équa- 
tion (16). Mais il est facile de voir que le point M est 
toujours un point double ou un point isolé, quand il 
n’est pas un point de rebroussement. 


486. Il resterait à examiner le cas où les trois dérivées 
partielles du deuxième ordre de la fonction f (x, y) s'an- 
nulent simultanément pour les coordonnées xo, y du 
point M ; mais à cet égard je me bornerai à indiquer suc- 
cinctement le résultat principal. 

En général, si les valeurs xo, yo annulent toutes les 
dérivées partielles de la fonction f, jusqu'à celles de 
l'ordre n —1 inclusivement, la condition pour quex,+#, 
Jo +k soient les coordonnées d’un point de la courbe 
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sera, en conservant les notations du n° 183, 


d(w)sin (w — asin (w — z,)... sin (o — 2.) + Bou _ 0; 


Pi 
Fat s'annule avec p, et 41, 4:,..., 2; désignent des angles 
reels dont le nombre à est égal à n ou égal à n diminué 
d’un nombre pair ; enfin Ÿ (œ) se réduit à une constante 
quand i = n, et elle est dans le cas contraire une fonction 
qui ne s'annulle pour aucune valeur de w. On voit de suite 
que sic, &:,... &; sont des angles inégaux, le point M 
sēra pour la courbe un point multiple de l’ordre i, c'est- 
à-dire que i branches de courbe se couperont en ce point. 
Il s'ensuit que, pour un point multiple de l’ordre z, il 
est nécessaire, mais non suffisant, que les dérivées par- 
tielles de la fonction f des ordres inférieurs à n s'aunulent 
toutes pour les coordonnées du point M. 

Dans l'hypothèse actuelle, les coefficients d'inclinaison 
des tangentes aux branches de courbe qui se croisent 
en M, font partie des racines £ de l'équation 


{d"f\ n d'f n(r— 1) d'f 
- -t | ——- ©" 1 a ne 
Ga p I CS ).+ 1.2 t ().+ 


A E A Te 23 
Pas dx dy" ia dy" Nas 


19 ` 





R . 1 je , 2. + Adr 
Si l'on supprime l'indice zéro, et que l’on écrive — au 
dx 


lieu de t, la précédente équation coïncidera avec celle que 
l'on obtient en différentiant z fois l'équation 


f(z, y) = 0, 
et de laquelle disparaissent en vertu de nos hypothèses 
2 dy 


PT NL A 
outes les dérivées ——; —— 
toutes crive LL? 


C’est cette équation qui détermine ici chacune des va- 


-.. des ordres supérieurs à t. 
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ly r dy 

leurs de >; pour avoir la valeur correspondante de —-; 
dz dx 


il faut différentier une fois de plus l'équation proposée, 
et ainsi de suite. Cette observation sert de complément 
à la règle générale que nous avons donnée pour la diffé- 
rentiation des fonctions implicites. 


Différentielle de l'aire d’une courbe plane. 


187. Considérons une courbe plane rapportée à deux 
axes de coordonnées faisant entre eux un angle 8; dési- 
gnons par u laire CAPM comprise entre un arc CM, 
l'axe des x et les coordonnées CA, MP des extrémités CM. 
Si l'on regarde l'ordonnée CA comme fixe, et l’ordonnée s 





y! 
kK M- 
Migi 
i 
T | 
| | 
j r Se E 2°: 
À PP z 


MP = y qui répond à l'abscisse OP = x, comme variable, 
l'aire u sera une fonction de x; nous nous proposons de 
trouver la différentielle de cette fonction. 

Soit M'P'= y + Ay l'ordonnée qui répond à l'ab- 
cisse OP’ = x + Ax; on peut supposer Ôx assez petit, 
pour que l’ordonnée de la courbe aille constamment en 
croissant ou constamment en décroissant quand on passe 
du point M au point M’. Alors si l’on mène MI et M'K 
parallèles à laxe des x, l'accroissement Au = MPP'M' 
de laire u, sera compris entre les aires y Axsin8, 
(y+ Ay) Azxsin8 des parallélogrammes MPP'I, KPP’ M’. 
Or la différence Ay Azxsin8 de çes deux parallélogrammes 
est infiniment petite, par rapport à chacun d'eux, quand ` 


» 
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. . . kad . 
Ax devient infiniment petit ; donc on a 
Au = yArsing + ¿Ar 


e s'annulant avec Ar. On tire de là 
ai inĝ + 
— = ysi : 
3z 7 ý 
et, en passant à la dimite, 


du : à A 

= ysinĝ, d'où du = ydzrsinð. 

dx 

Dans le cas des axes rectangulaires, cette formule se 
réduit à 

du = y dr. 

188. Divisons la partie AP de l’axe des abscisses en 

n parties égales on inégales, mais qui deviennent toutes 

infiniment petites quand x devient infiniment grand, et 

désignons par To, 71,-.., x, les abscisses des points de 

division, par V, Ji... Jn les ordonnées correspon- 

dantes; x,'et y, ne sont autre chose que les coordon- 

nées x, y, du point M. Nous avons vu (n° 10) que l’on a 


u = sin ĝlim 5 (ri Ti-1) Yi 


et il en résulte, d’après ce qui précède, que la limite de la 


somme 
5 (£i — Tim) Yi 


somme qu'on peut aussi représenter par 


Pris, 


est une fonction de x dont la différentielle est y dx. Ainsi 
que nous l'avons déjà remarqué au n° 10, ce résultat 
+ subsiste lors même que y changerait de signe dans le pas- 
aw a 
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sage du point C au point M, pourvu que l’on considère 
comme tiégalives les parties de l'aire considérée qui sont 
situées du côté des y négatives. 


Différentielle de la longueur d'un arc de courbe plane. 


189. Soit CD un arc de courbe plane quefhous rap- 
porterons à deux axes rectangulaires O x et Oy. Inscrivons 
dans larc CD une ligne polygonale CEFMM'D d’un 
nombre rx de côtés ; désignons par P le périmètre de cette 
ligne polygonale, par x, y:les coordonnées d'un sommet 





quelconque M et par x + Ax, y + Ay les coordonnées 
du sommet suivant M’. On aura 


_MM'= VM+ Mi io a 


A) 
et comme = ne diffère de Ż = = que d'une quantité qui 


s'évanouit avec Ax, on peut écrire 


, dy’ 
MM =se (Yi E) 


e désignant une quantité qui s'annule avec Ax. Cette 
formule se rapportera à chacun des côtés de la ligne po- 
lygonale, si lon prend respectivement pour x et y les 
coordonnées des sommets successifs ; on a donc, en faisant 
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Ja somme de tous les côtés tels que MM’, 


(1) p= 54/14 ar Dax. 


nues maintenant que le nombre n des côtés de 
notre ligne polygonale augmente indéfiniment, et que 
chacun dës côtés de cette ligne tende vers zéro. Comme 


la somme ` Ax a une valeur finie et constante qui est 


la différence AB des abscisses des extrémités de l'arc CD, 


on aura (n° 9) 


(2) lim Ÿ ax — 0. 


En outre, si l'on prend x pour variable indépendante 
et que l'on construise la courbe dont l’ordonnée Y est 
déterminée en fonction de x, par l'équation 


que GH soit la partie de cette courbe comprise entre les 
ordonnées CA, DB, et que l’on désigne par S l'aire 
GABH, on aura (n° 188) 


(3) im Yar = lim D 4/1+ Par = 5: 


donc la formule (1) donnera, à cause des égalités (2) 
a (3), 
(4) iim P = S. 


On voit ainsi que le périmètre d’une ligne polygonale 
inscrite dans un arc donné d’une courbe plane tend vers 
urte limite déterminée lorsque tous les côtés tendent vers 
zéro; en outre, cette limite est indépendante de la loi 
suivant laquelle décroissent les côtés du polygone. 


- i 
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La limite S dont nous venons de démontrer l'existence 
est dite la longueur de l'arc de courbe CD. 

Maintenant si nous désignons par s la longueur de 
larc CM dont l'extrémité C est fixe, tandis que l'ex- 
trémité M qui répond à l’abscisse x est variable, s sera 
une fonction de x; il est aisé d’avoir la différentielle de 
cette. fonction. Effectivement, d’après ce qui précède, 
larc s est égal à l'aire GAPN comprise entre la courbe GH, 
laxe des x et les ordonnées des points C et M; cette 


aire a pour différentielle (n° 187) Y dx ou yti y mdz; 


on a donc 


ds = y=: = 2 dr, ou ds = yda! + dy. 

190. La formule que nous venons d'établir permet de 
démontrer la proposition suivante : Le rapport d’un arc 
de courbe infiniment petit à sa corde a pour limite 
l'unité. | 

Considérons larc, MM’ qui est l'accroissement As de 
l'arc CM = s, et désignons par c la corde de MM’. On 
aura 


As ås 


e eds 








et, en passant à la limite, 


dx ds 


lin — = — = — = 


v o dy Nde + dy? 
l- — 
dx’ 


Cette propriété peut être employée pour trouver la 
différentielle d’un arc de courbe, quand aux coordonnées 
rectangulaires on substitue d’autres, variables. Supposons 





288 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
par exemple, qu'on demande la différentielle de Parc 
d’une courbe rapportée à des axes obliques faisant entre 
eux l'angle 8. Donnons à x l'accroissement Az et soient 
Ay, As les accroissements correspondants de y et de s; 
la corde de l'arc As a pour expression 





c = Var’ + 24zAycosô + Ay’, 


et puisque le rapport de c à As a pour limite l'unité, 
on peut substituer c à As (n° 8) quand on se propose de 


s ° ~ ås 
déterminer la limite du rapport T On a donc 


As š Ay ay” 
lim — = lim 1+ 2 — cos9 
iz - LA Az T Az!’ 


= dyi, 
4 


ds = ydr + 2dxdy cosh + dy’. 





ou 








et 


491. L’arc s compté à partir d’une origine arbitraire 
mais déterminée, est l’une des variables qu'il y a lieu 
d'introduire dans l'analyse des propriétés des courbes. 


La formule 
ds = yd + dy’, 


qui se rapporte au cas des coordonnées rectangulaires, 
laisse indéterminé le signe de ds; ce signe doit toujours 
être + ou — suivant que l'arc s croît ou decreti quand 
la variable indépendante augmente. 

L'introduction de la différentielle ds fournit des expres- 
sions simples pour le cosinus et le sinus de l'angle æ que 
fait la tangente de la courbe avec l'axe des x; il importe 
de définir avec précision l'angle dont il s’agit. Imaginons 
que, par le point M d'une courbe, on mène la tangente et 
qu’on y transporte les axes des x et des y parallèlement à 
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eùx-mèmes, puis considérons une droite mobile coïncidant 
à l’origine du monvement avec la partie positive de l'axe 
des x, s'élevant-ensuite vers la partie positive de l'axe 
des y et continüant à se mouvoir dans le même sens#Si l’on 
désigne par a l'angle compris entre © et 360 degrésqui 
a été ainsi décrit, lorsque la droite mobile coïncide 
avec l’une ou l’autre des deux directions de la tangente, 
il est elair que cette direction sera complétement déter-' 
minée quand l'angle æ sera connu. Cela posé, la formule 


$- png = © i 
k g E dE } 
donne i 
: dy dy 
SN Eira am —-) 
yda ! + dy’ ds 
= dx dx 
cosa = = —+ 


yd + dy? 7 ds 


Mais comme rien ne détermine ici le signe du radi- 
cal Vdx* + dy* ou ds, les formules précédentes sg rap- 
porteront à l’une ou à l'autre des deux directions de 
la tangente, selon qu'on admettra le signe + ou le 
signe —. | 


Du rayon de courbure et du centre de courbure 
en un point d'une courbe plane. 


LE] 

192. On nomme courbure d’un arc de courbe plane AM, 
qui n'offre aucun point d'inflexion, l'angle SIT que font 
entreelles lesdirections AS, MT des tangentes menées par 
les extrémités de l'arc. Cet angle est celui qui serait en- 
gendré par une droite mobile passant par un point fixe, 
et dont les directions successives seraient parallèles aux 
tangentes menées par les diflérents points de larc AM. 

I. | 19 
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Si l'extrémité À de l'arc AMæ5.esthfixe et que 
l’autre extrémité M varie, la courbure 5.deviendra va- 


0, a m T 


riable, et elle croitra avec s tant que cet arc n'aura pas 

d'inflexion. La différentielle ds de la courbure 5 de 

l'arc AM est dite l'angle de contingence au point M. 
On nomme courbure moyenne d'un are de courbe AM 


g ` 
le rapport - de la courbure absolue à la longueur de 
S 


Parc. . 

Enfin on nomme courbure d’une courbe en un point M 
la limite vers laquelle tend la courbure moyenne d'un 
arc infiniment pelit ayant l’une de ses extrémités en M. 
D'après cela, si l’on désigne par s la longueur d’un arc 
terminé en M et compté à partir d’une origine A arbi- 
traire, par 7 la courbure de l'arc AM, la limite vers 
laquelle tend le rapport 

As 

as”? 
quand As tend vers zéro, est ce que nous nommons la 
courbure de la courbe au point M. Quelle que soit la va- 
riable que l’on regarde comme indépendante, la limite 
dont il s'agit est égale à 


et par conséquent la courbure d’une courbe en un point 
est le rapport de l'angle de contingence à la différen- 
tielle de l'arc. i 

Dans le cercle, la courbure d’un arc est évidemment 


, 


. 
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égale à l'angle au centre qui correspond à l'arc, et la cour- 
bure moyenne ou le rapport de l'angle au centre à l'are 


=. s, à 
i% 
E 
LS 
HS Pas 
m # I 7 | \T 
\ 0 J 


est égale à l'inverse du rayon. Ce résultat s'applique à un 
arc quelconque fini ou infiniment petit; donc la cour- 
bure aux différents points de la circonférence d'un cercle 
est constante et égale à l'inverse du rayon. y 


493. Du ravon nE coursurE. — On nomme rapon de 
courbure en un point d'une courbe le rayon du cercle dont 
Ja courbure est égale à la courbure de la courbe au point 
donné; ce cercle est dit lui-mème cercle de courbure. On 

s * * . # 4 # * 
y à, d'après ce qui précède, en désignant par R le rayon de 
courbure, + 
ve 


2 
F s do 1 < ds 
ii mon TE DT ae 
pa $ 2e Y 


> 1" all est aisé d’avoir les expressions de l'angle de contin- 
gence et du rayon de courbure en fonction des coordonnées 
rectangulaires. En effet, siz, æ désignent les angles formés” à 
par la direction de l'axe des abscisses positives avec les 
directions des tangentes AS, MT, on aura évidemment 


Es —=ax— x, d'où E de dé jx 


gi 


Or K. 
dy R 
t = — 
ide hé 
et l'on en tire par la diflérentiation 
da _ dæd’y —dyd'r ` t 
tosa s da? ? 


19. 


L # 
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ou 
dx d'y — dy dir 

(x) r + dc = da = iak i A RE . 

` dr? + dy? 
d’ailleurs 

+ ds — Var + dy’, 
donc on a 
__ (dr + dy? . 

(a) = dediy — dy d'z , 


ri 


Nous nous dispensons d'écrire le signe + devant le 
second membre de cette formule, parce que le signe. de 


R 
l'expression (dx° + dy?)’ est lui-même indétérminé. Ce 
signe doit être choisi de manière à rendre positive la va- 
leur du rayon R. 

Dans les formules (1) et (2), la variable indépendante 
n'est pas désignée; si l'on prend x pour cette variable, 
on aura 


d'y 
d'x 
(3) ds = da = — dr 
de 
etl 
3 
( 2) 3 
t + 2 
dr? 
4 = AF ————. © 
(4) « R FE 
eg d 
e 
194. Il st isé delémontrer que le cercle est la seule 


courbe dout Je rayon de courbure soit constant. En effet, 
pour une telle, courbe ôn a 


CPE ds — ado, 
a étant une constante: par conséquent les équations 
- : 


dr = dscosa, dy = ds sinz, 
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donnent 

dx =a cosada, dy =a snada 
ou 

dr= — d(asina), dy = d(acosa); 


donc si l’on désigne par x, et yẹ deux constantes, on aura 


(n° 45, coroll. II), 
T— 7, = — usina, y — Yo = A COSZ, 
d'où 
(zr — r) + (y — 7) = a, 


ce qui est l'équation d’un cercle. 


493. Du centre ne counsune. — Une courbe étant don- 
née, menons la tangenteMT au point M, et construisons 
le cercle de courbure de manière qu'il passe par le point M, 
qu’il soit tangent à la ligne MT et qu’il soit, par rapport 
à cette tangente, du même côté que les points de la courbe 
infiniment voisins de M. Le centre C du cercle se trou- 


vera alors sur la normale au point M; il est dit le centre 
de courbure relatif à ce point. 


Tuéorëme. — Le centre de courbure d’une courbe en 
un point donné est la limite du point d’intersection de 
la normale menée par ce point, avec la normale infini- 
ment voisine. 


Soient x, y les coordonnées d'un point M de la courbe 
donnée, relatives à deux axes rectangulaires; l'équation 
de la normale en M sera 


a) (x — 2) + (Y— r) Z =o, 
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Représentons-la, pour abréger, par V= o. Pour avoir 
l'équation de la normale menée par un autre point M” 
(x + âx, y+ ây), il sufira de remplacer dans l'équa- 


` P dy 
tion précédente x, y, F par x+ Ax, y+ây, 


dy dy : P : RE 

— + À --; nous représenterons l'équation ainsi obte- 
dx dx 

nue par V + AV = o. Le point d’intersection des deux 


normales sera donné par les deux équations 


V=o, V+AV—=o, 


ou e 
V—=o, AV—)o, 
ou enfin . 
AV 
V=o, — = 
5 àr 
be 


Supposons maintenant que le point M’ se rapproche 
indéfiniment du point M; le point d’intersection des deux 
normales tendra vers une limite C dont les coordonnées 
seront déterminées par les deux équations 


dv 


V=:0,; a~ 


La première n’est autre chose que l’équatiôn (1), et la 
seconde se déduit de celle-ci, par la différentiation, en 
regardant X et Y comme des constantes. Cette différen- 
tiation donne 


dy? dy 
2= se — y) = = 0; 
(2) (1+4) + a Tlga meti 


si donc on désigne par x, yı, les coordonnées du point C, 
on aura, par les équations (1) et (2), 


( +) dy Su 

k d| dx da’ 

(3) tı — T= —- er Fi — Dee 
de da 


p eS A QE PO n | 
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Enfhjoutant les équations (3), après les avoir élevées au 
carré, on obtient 

j dy?\° 
(+53) 


(4). = (7—7 + (1 — 1} BE — R’, 
(z5) 

d'où il suit que la longueur MC est égale au rayon de 
courbure R. En outre, la première des formules (3) 
dy 
dx? 
l'on désigne par Y l'ordonnée de la tangente MT, qui ré- 
pond à l'abscisse x + Ax, la différence y + Ay —Y 


montre que Yı — 7 est de même signe que or si 


aurä le signe de TT (n° 166); d'ailleurs y; — Y a évi- 
demment le signe de y, — y; donc yı,—Y et 3+A7—Y 
sont aussi de même signe. Il résulte de là que le point C 
est du même côté de la tangente que les points de la courbe 
infiniment voisins de M : donc ce point est bien le centre 
de courbure. 


196. Nous nommerons direction de la normale en un 
point M d'une courbe celle du rayon de courbure en ce 
point. Cette direction est celle que suivrait un point 
mobile partant de M pour se diriger vers C; elle sera 
déterminée si l'on donne l'angle £ qu'elle forme avec la 
direction de la partie positive de l'axe des x. L'angle ¢ 
peut varier de zéro à 360 degrés ,et nous supposerons qu'il 
soit engendré de la mème manière que l'angle æ (n° 191), 
c'est-à-dire par une droite mobile d'abord parallèle à 
l'axe des x positives, et qui se mouvrait toujours dans 
le mème sens en s'élevant d'abord vers la partie positive 
de l'axe des y. Quant à l'angle æ qui figure dans les for- 
mules du n° 191, il n’est déterminé que quand on a fixé 
le signe de ds. Profitant de l'indétermination de ce signe, 
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nous choisirons æ de manière que l’on ait 


T 
=- +a; 
2 


langle æ répond alors à une direction déterminée de la 
tangente, et les formules 


dx = ds cosa, dy = ds sina 


exigent que l'origine de l'arc s soit convenablement 
choisie. | 

Les cosinus des angles que fait la direction du rayon 
MC =R avec les directions positives des axes étant ainsi 
égaux à — sinz et + cosg, les formules (3) du n° 195 
deviennent 


æ—r=—Rsinz, yı — y = R cosz. 
Enfin, la différentielle «z a pour valeur (n° 493) 


dy 
dr’ 
d dy? 


d 


P TIRE ia 

d'où il suit que le second membre de la deuxième for- 
PR , dx . ds 

mule (3) du n° 195 est aussi égal à 7, QU à 7 COSa; on 
“x LEA 


a donc 
ds 
R—— ou ds = Rdz; 
dx 
par conséquent il résulte de nos hypothèses que ds et da 
sont de même signe, et que dz est égale à l'angle de con- 
tingence do. 
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Des développées et des Ré Lee 
4 des courbes planes. 


197. Le lieu géométrique des centres de courbure aux 
divers points d'une courbe donnée est une seconde 
courbe qui est dite la développée de la première. Celle-ci 
est une développante relativement au lieu des centres de 
courbure. 

Les équations (3) du n° 195 déterminent le centre de 
courbure, dans l'hypothèse des coordonnées rectangu- 


laires; l'abscisse x y est prise pour variable indépendante, 
` dy 


mais celle-ci cessera d’être désignée si l’on écrit Fr d 
ac 


à dy r Ai 
au lieu de 7e Il vient ainsi 
adr 


(dx? + dy?) dy 


T "RE dz d'y — dy d'z’ 
(dx? + dy? jde 
MOTTE 7 Ta 
. dzd y — dy d'z 


Les coordonnées x et y étant des fouctions données d’une, 
même variable indépendante, ou aura l'équation de la 
développée en éliminant cette variable indépendante 
entre les équations précédentes. 


198. Pour étudier les propriétés de la développée, nous 
emploierons les expressions des coordonnées du centre de 
courbure obtenues au n° 196, savoir : 

mr R sina, + 
(1) yı =y +R cose ; 


R et æ désignent le rayon de courbure et l'angle qui 
fixe la direction de la tangente. Les quantités qui figurent 
dans les équations (1) sont fonctions de la fème variable 
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indépendante, et la différentiation donne 


dx, — dx — R cos d'Â — dR sinz, 


dy, = dy — R sina da + dR cosa. 
Mais les parties 
dx — R çosadz, dy—Rsinzda 
* sont nulles en vertu des formules 
dr = dscosa, dy =dssinz, ds =R da, 


on a donc simplement 
dr, = — dR sinz, & 


(2) dy, —"+ dR cosz, 


et l’on déduit de ces équations 


dy: ` 
—— = — cote, 
dr, 

ou 

(3) Le, 
dx, Zi — 4 

puis 

(4) dr? + dy? —dR?. 


+ 
L’équation (3) exprime que les normales de la courbe 
donnée sont les tangentes de la développée, et Y'équa- 


, M 
Fe TA, 


G \ 


tion (4) montre que la différentielle du rayon de conr- 
bure de la courbe donnée est égale à la différentielle ds, 


Sn D D aa 
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de l’arcs, de la développée, terminé au*céntre de cour- 
bure et compté à partir d’une origine arbitraire. 


Supposons que l'on compte l'are CC = s, de la déve- 
Jloppée à partir d'un point C, centre de courbure relatif 
au point M, de la courbe donnée, et désignons par R, le 
rayon de courbure au point Mo. La formule (4) dou- 
nera i 

ds =dR ou =d{(R— R,\; 
les variables s, et R&R, ayant mème différentielle et 
s'annulant simultanément, on a 


+ à S —'"R—R,. 


F 
Cette formule exprime la propriété suivante : 


Un arc quelconque de la développée d’une courbe 
plane est égal à lu différence des rayons de courbure 
qui aboutissent aux extrémités de larc de la déve- 


löppée. : 


199. C’est en raison de cette propriété que la courbe 
licu des centres de courbure a reçu le nom de développée. 

Soient M, M, un arc quelconque de la courbe donnée, 
et C, C, l'arc correspondant de la développée. Si l’on 
fixe en C, l’une des extrémités d’un fil de longueur 
M: C, = R,, puis que l’on enroule ce fil sur l'are C, Co 
et qu'on le tende à partir de C, dans la direction C, M,, 
la seconde extrémité du fil tombera en M, à cause de 
l'égalité Co C, = R, — Ro. Cela posé, si l'on déroule 
le fil en le tenant toujours tendu, il est évident que son 
extrémité décrira l'arc M,M;: car soit C, CM l’une des 
positions du fil, on a 

CM=C,M,+CC=R,+s; 


donc CM est le rayon de courbure qui aboutit au point C, 
et en conséquence le point M est sur l’arc M, M,. 
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La développée d’une courbe algébrique est elle-même 
une courbe algébrique, et d’après ce qui précède tout arc 
de cette développée peut être exprimé par une fonction 
algébrique des coordonnées; on dit alors que cette déve- 
loppée est rectifiable. 


200. Pour revenir de la développée à la développante, 
on emploiera les deux équations 


Y—7r dy 4 Mr dyi 
EEDE =0 =: 
- v, — + dr t x dr, 





Ici c, et y, sont des fonctions données d’une variable 
indépendante; en éliminant cette variable entre les équa- 
tions précédentes, on obtiendra une équation entre x, 


J; 2, qui sera l'équation différentielle de la développante 
demandée. Il est facile de voir que cette équation diffé- 
rentielle appartient à toutes les trajectoires orthogonales 
des tangentes de la courbe donnée, c’est-à-dire à toutes 
les courbes qui ont ces tangentes pour normales; il en 
résulte qu'une courbe donnée a une infinité de dévelop- 


pantes. Nous reviendrons plus loin sur cette question. 


Formules relatives au système des coordonnées polaires. 


201. DIFFÉRENTIELLE DE L'AIRE D'UN SECTEUR. — Soit 
une courbe AM dont chaque point M est déterminé par 
le rayon vecteur OM = p issu du point fixe O, et par 
l'angle w que fait la direction de ce rayon avec une direc- 
tion fixe Ox. Si le point A est fixe et que le point M soit 
variable, l'aire du secteur AOM, comprise entre la courbe 
et les rayons OA, OM, sera une fonction dont nous nous 
proposons de trouver la différentielle. Si l’on donne à w 
l'accroissement M'OM = 4w, le rayon vecteur croîtra 
de Ap, et l'aire AOM = u du secteur prendra l'accroisse- 


s CHAPITRE VII. -joi 
ment ` FA 
Au = MOM'. 


Décrivons du point O comme centre,avec les rayons OM, 
OM’, les deux arcs de cercle Mm, M'm/ terminés aux 


À Us 
| m m 
| P‘ | 
| yi 
| Fi f M 
r P 
j 
„jA 
j 
h 
oj g AL z 


côtés de l'angle MOM’. On peut choisir Aw assez petit 
pour que le rayon vecteur de la courbe varie toujours 
dans le même sens quand on passe de M à M’; il s'ensuit 
„que l'aire Au sera comprise entre les aires des secteurs 
circulaires OMm, OM’, lesquels ont pour valeurs 
Li 1 asti 
L T RN P \? Ao. 
=? D, ai + Ap? So 
La limite du rapport de ces infiniment petits est l'u- 
nité; on peut donc substituer l’un d'eux à Au, tani 
s E + . a Li Au 
qu'il ne s'agit que d'obtenir la limite du rapport Fr On 
. w 
a ainsi 
t oA 
— pä 
2 I 


—e=— 6, 
Aw r AE 





.. Au A 
lim — = lim 
Aw 


ou 

du I I- 

— = -p et du=-pdo. 

do 2 2 

gi 4 i 
Menons par l'origine des raÿons vecteurs la droite O y 

perpendiculaire à O x, et désignéôns par x, y, les coor- 
données rectangulaires relatives à Ox et Oy. On aura 

5 A L 


F. 
tango ==, peos =r; 
æ 
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la première équation donne par la différentiation 


dei ly— r 
L = = SRE f > d'où pdo = rdy — ydr. 
cos" æ 
Ainsi la différentielle de l'aire du secteur u peut encore 
s'exprimer par la formule 
1 
du — > (xdy —y dx). E 
202. EXPRESSION DE LA, DIFFÉRENTIELLE D'UN ARC DE 
coursBE. — Désignons par s larc AM dont l'origine A 
est fixe, tandis que l'extrémité M est variable (voir la 
figure du n° 201); soit aussi As l'accroissement MM’ 
qui répond à l’acroissement Aw» de w. Abaïissons du 
point M la perpendiculaire MP sur OM’ et, tirons la 
corde MM’; le triangle rectangle MPM' donnera 





Aw åw A 


| åw 


MM — NP + MP et me) = = (Ey +R). 


Les limites des rapports qui figurent dans cette formule 
ne seront pas changées si l'on remplace 


MM', MP, M'P, 
par 
As, pAw, An 

respectivement. En det, la limite du rapport de As à sa 
corde MM’ est l'unité; pour la même raison, la limite du 
rapport de pAw à MP est l'unité, car pAw = Mm est Ja 
moitié d'un arc de cercle infiniment petit et MP est la 
moitié de la corde du mème arc; enfin la limite du rap- 
port de Ap à M'Pest l'unité, car la différence Pm de ces 
infiniment petits est égale à 


MES 
p — p COS Aw = 2psin° — åw 
: 2 
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et son rapport à Aw tend vers la limite zéro. On a d'après 





cela 
lim ( iN = lim (=) + lim (£) 
à | åw åw 4 Aw j 
c’est-à-dire 
ds? do? 
do En dor 
ou 


ds? — dp’ +, 6° dw’. 


On peut déduire cette formulë de celle qui se rapporte 
aux coordonnées rectangulaires; mais nous avons fait 
ce calcul au n° 71 et nous n’y reviendrons pas ici. 


203. DÉTERMINATION DE LA TANGENTE. — Dans le 
système des coordonnées polaires, on détermine la tan- 
gente au moyen de l'angle u qu’elle forme avec le rayon 
vecteur. 

L'angle p relatif au point M de la courbe est la limite 
vers laquelle tend l'angle PM'M quand le point M’ se 
rapproche indéfiniment de M (voir la figure du n° 201). 
Or, le triangle rectangle MM’P donne 

’ 
cos PM'M = r’ sin PM’ M = ia’ 
et les limites des seconds membres de ces formules ne 
seront pas changées si l’on remplace, comme au numéro 
précédent 
MM, MP, MP, 
par 
As, pâw, âp 


respectivement. On a donc 
. âp . . påw 
cosu = lim — sinu = lim — 
p 45° P As 
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c'est-à-dire: 





os ap 

C = — Z 

P ds 

dép aL es 











ds ydp + p «1 


on déduit de ces formules 
i edo 


tang = = da. 


(y 


204. On peut déterminer les points d'une courbe par 
deux rayons vecteurs p, g' issus de deux origines données. 
En appelant p, u’ les angles formés par la tangente avec 
ces rayons vecteurs, On a, par ce qui précède, 
` 1 
do 


ds 


l 
cosg = ge cosp’ = 


d'où 
cosp’ de’ 
cos ps dp 


, 


Par exemple, dans ce système de coordonnées, l'équation 


-de l'ellipse ou de l'hyperbole est 


g =E p + const. ; 
on en conclut 
de +1, 
de 


et notre formule donne 


l — ~ 
cosu' = Æ cosp, 


ce qui exprime la propriété connue de la tangente aux 
sections coniques. 

Au lieu de deux rayons vecteurs issus de deux origines 
fixes, on peut émploy er comme coordonnées:les angles w, 


w que ces rayons forment avec une direction fixe. On 
L 1 
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aura alors les formules 


. pd a. du 
SIN = ——>: sin = —— 3 
i g ds # ds 
` r. e! sino 
et, à tanse de — = ——; 
p sino 


siny’ sinodo' 





siny — sino’ do 


205. Sous-TANGENTE ET SOUS-NORMALE. — Menons 
par l’origine des coordonnées polaires une perpendicu- ” 
laire au rayon vecteur; les parties de cette perpendiculaire, 
comprises entre l’origine et les points où elle rencontre 
la tangente et la normale, sont dites sous-tangente et 
sous-normale. 


Soient NT la perpendiculaire menée par l’origine O au 
rayon vecteur OM de la courbe donnée, MT la tangente 
en M, et MN la normale. La sous-tangente sera OT = T', 
la sous-normale ON = N’, et l’on aura 

T'=—ptangu, N'— pcotangp 
ou 


.T.= 





dw dp 
$ A 


dp F do 


Les longueurs T et N de la tangente et de la normale sont 


———— - fs ———— d. 
T= T= N= yF F N = è 
l. 20 
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206. ANGLE DE CONTINGENCE ET RAYON DE COURBURE. 
— L'angle de contingence do est égal, commeon l’a vu ,à 
la différeutielle de l'angle formé par la tangente avec i 
l'axe Ox; d’ailleurs ce dernier angle est évidemment égal 
à w + p; donc on a 


La formule 


do f m 


donne par la différentiation, en prenant » pour variable 
indépendante, eN | 








do d'p dé d?p t $ 
d d 3o du do? Ti do? | 
du. dw aw do, du — ce E i do; 
cosp dg’ 2 de 
dw do? 
. 
on a donc 
+ do’ d’p 
P do du? 
de = ——— P s 
de? 
2 + —— 
P do? 
D'ailleurs 


u R = —- 


; 

On peut déduire cette formule de celle qui se rapporte 
aux coordonnées rectangulaires; nous avons présenté ce 
calcul, comme exemple, au n° 74 en nous occupant de la 
question du changement de variables. 
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Il est quelquefois avantageux d'introduire dans la 


formule (1) les dérivées de : au lieu de celles de p. On a` 


p=—> DAT. Pur 
() 6 


et la substitution de ces valeurs dans la formule (1) donne 


t P 
(2) , R= TANCIA N 









Des courbes enveloppes. 

DA 

. go par f (x,y, a) une fonction des trois 
5 m, y, « dont la valeur soit bien déterminée 
i aa fixé les valeurs de x, y, æ. Si l’on suppose 
représentent des coordonnées d'une nature 


et que z soit un paramètre variable, l'équation 
(1) . Jilap a= 0 


représentera une famille de courbes; à chaque valeur de « 
répondra une courbè individuelle. 

Si, après avoir donné à æ une valeur déterminée, on 
attribue à ce paramètre la nouvelle valeur z + Aa, on 
aura une seconde courbe qui aura pour équation 


(2) f(z.y;a+ha)—0, i 


et qui coupera la première en certains points m, m',.…... 
Les coordonnées de ces points devront satisfaire aux équa- 
20. 


. reçu le nom d’enveloppées. à 
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tions des deux Ëourbes, et, par suite, à l'équation"? 


3) férataa fr re) n, s 
Aa 

Maintenant si l’on fait tendre Az vers zéro, les points 
mm... tendront vers certaines limites M, M',..., et 
il est évident que les coordonnées des points M, M’, 
satisferont à l'équation (1) et à l'équation 

df(x, y, 4) 
(4) en — 


= 0, 
da 


à laquelle se réduit l’équation (3) quand Aa s'évanouit. 
Il y aura donc sur chacyne des courbés représentées 
par l'équation (1) un certain nombre de points M, M’,... 


déterminés comme nous venons de le dire. Le lieu géo- 


métrique de tous ces points est une ligne dont l'équation 
s'obtiendra par l'élimination de x entre lës équatigis (a i, 
et (4); cette ligne est dite l'enveloppe, des couragi 
représente l'équation (1), et celles-ci, à leurs Je. 


FD 

, 208. Il faut remarquer que lenv cloppés 

n'être plus donnéepar cette règle, sile premier mémbr 

>T équation (1) cessait d'être une fonction bien détebiihée 

Ellcétivement, un point commun à deux courbes infi- 
ñiment voisines satisfera bien encore aux équations 


F(z, Y, a) =0, f(z, Y, a+ Aa) —0; 


mais la fonction f étant susceptible de plusieurs valeurs, 
on nist plus en droit de dire que f (x, y, a + Aa) ait 
pour ren A æ)-quand Az tend vers zéro. 
J'éclaïtcirai ceci par un exemple. Supposons qu’on de- 
mande- l'eħveloppe des circonférences représentées, dans 


le systèmé des coordonnées rectangulaires, par l’équa- 


tion 
(r—ah+p—a=o, 
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a étant une constante. Le premier membre de cette équa- 
tion étant une fonction bien déterminée, notre règle est 
applicable; la différentiation relative à æ donne - 


T—a—0O, 


et, par l'élimination de g, on obtient l'équation de l'en- 
é 


veloppe 
i p—a—=o où (ÿ—a){y+a)—o; 


enveloppe qui se compose de deux droites parallèles à 
laxe des x. 

L’équation des enveloppées que nous considérons étant 
du deuxième degré par rapport à æ, on peut lui donner 
la forme 

œ— Tr + Va’ — y’ 0, 
et si l'on voulait appliquer la règle du n° 207 à cètte 
équation, on serait conduit à légalité absurde 1 = o. Or, 
ainsi que je l'ai dit plus haut, la règle en question n’est 
pas ici applicable; si l’on considère deux courbes infini- 
ment voisines et que l’on prenné pour l’une d'elles 


a=r+Va =}, 
il faudra prendre pour l’autre 
a + Aa = zŒEVa— y’, 
sans quoi il n’y aurait pas de rencontre. 


209. Les enveloppes ont une propriété commune qui 
est exprimée par la proposition suivante : 


Tuéonëme. — L'enveloppe d'un système de lignes est 
tangente aux enveloppées, en chacun des points où 
elle les rencontre. 


En effet, soit 


(1) Six, y,2) = 0, 
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l'équation des enveloppées, x et y désignant des coordon- 
nées rectilignes. Nous supposons que la fonction f soit 
bien déterminée, et alors on a, pour l'enveloppe, les 
deux équations 

(2) f(z, y,a) =0, H o 


d 
š i se Chi dy 
Pour avoir le coefficient d inclinaison = de la tangente 
r 


en un point d’ane enveloppée déterminée, il faut diffé- 
rentier l'équation (1), ce qui donne 

| d 
(3) ar r+ Tadr=e. 


Supposons maintenant qu’on veuille connaître le coeffi- 
cient d'inclinaison de la tangente en un point donné de 
l'enveloppe. On peut encore prendre l'équation (1) pour 
celle de l'enveloppe, pourvu qu'on regarde æ non plus 
comme une constante, mais comme une fonction de x 
etde y déterminée par la seconde équation (2) ; il faut donc 
différentier l'équation (1) dans cette hypothèse, pour obte- 


p dy 5 x ep P 
“nir la valeur de # qui convient à l'enveloppe. La dif- 
dx 


férentiation donne 


(4 
(4) dÍ 1s = af dy + 14 


la = 0, 
d d Ta az o 


mais la seconde équation (2), qui a lieu pour l'enveloppe, 
réduit l'équation (4) à l'équation (3). Ainsi l'on aura, 
pour l’enveloppe et pour les enveloppées, 


df 
dy = dr 
dy 


Quand il s’agit d’un point q’ une enveloppée, z a, dans 
la formule (5), la valeur qui convient à cette enveloppée; 
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fais quand il s'agit d’un point de l'enveloppe, x à la va- 
. 7 . à | iiy 
„, leur tirée de l'équation -d = o. Maintenant, si l’on con- 
x x 


sidère un point M commun à une enveloppée et à l’enve- 
loppe, la valeur de x qui répond à l'enveloppée sera égale 


g E i + > el, à 
à celle qu’on tirerait de l'équation Lo, puisque celle- - 
2 


` 5 A dy 
ci a lieu pour le point M. La valeur de z est donc la 
ar 


même pour l’une et l’autre courbe, et par conséquent 
celles-ci sont tangentes au point M. 


+ 


- < Remanque. — Nous avons déjà rencontré un exemple 
-de la propriété que nous venons d'établir. La dévelop- 


! 1°." pée d’une courbe n’est autre chose, en effet, que l’enve- 
c 9 


loppe des normales de cette courbe et nous avons re- 
connu qu'elle a ces normales pour tangentes. 


210. Nous présenterons ici une application impor- 
taänté de la théorie des enveloppes. 

Si l’on considère une courbe quelconque rapportée à 
deux axes rectangulaires et que l’on désigne par æ l'angle 
que la direction de l’axe des abscisses faitavec la direction 
de la tangênte, l'équation de cette tangente sera 


(1) rSinz — cosa — f(a), 


f (a) étant une fonction de + qui dépend de la nature de 
la courbe. Mais celle-ci étant l'enveloppe de ses tan- 
gentes, son équation s’obtiendra eu éliminant æ entre 
la précédente équation et celle qu'on en déduit par la 
différentiation relative à z, savoir : 


(2) æcosa +) sina =f’ (aj. 


On peut prendre z pour variable indépendante, et 
les équations (1) et (2)feront connaitre les coordonnées x 


4 


z.b 
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ety de la courbe en fonction de œ. On trouve ainsi b- 
, į = f'\a) cosa + f{z)sinz, 

(3) l y = f'(a) sing — f(x) cos. 

La différentiation de ces équations (3) donne ensuite ? 

; dx = | f” (a) + f(a)] cosa da, 

(4) dy = [S" (2) +fia)}sina de; 

ajoutant les équations (4) après les avoir élevées au carré, 

et extrayant ensuite la racine carrée de l'équation résul- 

tante, on aura ° 


(5) ds =[f" (2) + f(2)] du, 


ce qui, au surplus, résulte des formules du n° 19. 
Comme dx est évidemment égal à l'angle de contingence, 
on a cette expression du rayon de courbure : 


(6) R=/"{x) + fla. 


Les formules qui précèdent sont susceptibles d’applica- 


: tions diverses; nous en présenterons un exemple. 


; : Lorsqu'on donne à 4 une valeur déterminée, l’équa- 
tion (2) représente une droite perpendiculaire à la 
droite (1)au pointque déterminent les équations (3) et qui 
appartient à la courbe proposée; il en résulte que l’équa- 
tion (2) représente les normales de la courbe. Si nous 
prenons la dérivée de cette équation (2), par rapport à a, 
savoir : . 

(7) — c sing + y cosa =f” (2), 


le système des équations (2) et (7) appartiendra à len- 
veloppe des droites (2), enveloppe qui est la développée 
de la courbe proposée. Désignons par x,, y, les valeurs 
de x et de y tirées des équations (2) et (7), on aura 


di S'\a) cosx — f" {z\sina, 


(8) ie 
Ji f'(a)sina + f"(a) cosz; 
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ces formules font connaître les coordonnées du centre de 
courbure. En les différentiapt, on trouve 


dr, = — | f' (2) +f" {a)] sina dz, 


(9) dy, = + [f'(a) +f" (2)] cosa dz, 


d’où, en appelant s, l'are de la développée, 
(10) ds, =[ f'(a) +f” (a2)jda — dR. 


On retrouve ainsi les résultats obtenus au n° 198. 


Contacts des divers ordres des courbes planes. 
+ 


- 241. Soit ST la tangente au point M d’une courbe MM’ 
et considérons une seconde courbe MM, passant par le 
point M. Prenons sur la première courbe le point M’ in- 
finiment voisin de M et abaissons sur la tangente ST la 
perpendiculaire M'Q qui rencontrera la seconde courbe 


y! 
w 
Am 

d j p F 
% 

A- 
s 
SRE EEE” T 


au point M ; la ligne MQ étant prise pour infiniment petit 
principal, M'Q sera généralement, comme on l'a vu au 
n°166, un infiniment petit du deuxième ordre. Si la 
courbe MM", n’est pas tangente à la droite ST au point M, 
la ligne M' Q sera un infiniment petit du premier ordre, 
mais, dans Le cas contraire, elle sera au moins du deuxième 
ordre. 

Lorsque les deux courbes MM’, MM, ont au point M 
la même tangente ST, on dit qu’il y a entre elles 
contact aù point M, et comme, dans ce cas, M'Q et M'Q 
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sont des infiniment petits du deuxième ordre au moins, 
la même chose aura lieu à l'égard de M’ M’ qui est la diffé- 
rence ou la somme de ces lignes. Généralement, si y+ 1 dé- 
signe l’ordre infinitésimal de MM" relativement à l'inf- 
niment petit principal MQ, nous dirons que les deux 
courbes.ont, au point M, un contact de l'ordre p. 
= Cela posé, traçons deux axes de coordonnées O x, Oy 
faisant entre eux un angle quelconque 8 et dont le second 
ne soit pas parallèle à la tangente ST; menons l’ordonnée 
MP du point M, ainsi que l’ordonnée M’P' qui coupe 
en m la courbe MM’, et en K la tangente ST; joignons 
enfin par une droite les points m et M'. Les angles m 
‘ét M, du triangle infiniment petit mM’ M', tendent vers 
~ des limites finies; l'angle en m a pour limite l'angle SMP 
que nous supposons différent de zéro, et il est évident 
que l'angle M’, à pour limite un angle droit; le rapport 
des côtés M'M',, M'm étant égal au rapport des sinus des 
angles opposés, il s'ensuit que ce rapport 
MM! 
M'm 
tend vers une limite finie. Enfin, si l'on désigne par a l'in- 
clinaison de la tangente ST sur l'axe Ox, on trouve, en 
reproduisant le calcul fait au n° 166, 
sin (0 — a) 


“SL MQ 


05 (0 — 
+ PP'—MQ cosit — a] 


siný 'sinĝ 


M’ >. ne | ; 
et, comme le rapport Peet infiniment petit, on voit 


que le rapport 
MQ 
pp’ 
tend vers une limite finie. 
Il résulte de là que l’ordre infinitésimal de M'M', rela- 
tivement à MQ est le mème que l’ordre infinitésimal 
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de M'm relativement à PP’, et si nous représentons 
par p l’ordre du contact des deux courbes, M/m sera un 
infiniment petit d'ordre uw +1 relativement à PP’ 
actuellement pour infiniment petit principal. Dé Shs 
par x l’abscisse du point M, par x +Axr celle “des 
points M',m et par Y, Y’ les ordonnées de „ces; mêmes 
points, nous aurons - 


M’ E. EP eà 


en sorte güe y + -sera l’ordre PET de la diffé- 
rence Y — Y’ relativement à Az. 

Soient y ety’ les valeurs auxquelles se réduisent Y et Y’ 
quand Ars annule; on aura, par la formule de Taylor, 
et en supposant renpli les DE + exigées par celte 
formule, | 





f 
dy Az  d?y Ar f BAT 
§ dr ı derr. T dtt i 
Y=—# "dy! Az d'y Ax dr 
ue, OUT Me La TT dz" #1 
u+a R'a désignant les restes des deux séries arrètées 


aux termes de rang p + 2. D'après cela, pour que nos 
deux courbes aient effectivement en M un contact de 
l’ordre u, c'est-à-dire pour que la différence Y — Y’ soit 
un infiniment petit d'ordre p +1, il faut et il suffit que 
l’on ait . 


| dy" dy d'y! dy d'y d'y. 


Ve. r — — s ooog = 
G 27, dr dr de dr ` deë den” 








cela exprime que, pour l’abscisse x du point de contact, 
les valeurs de l’ordonnée et de ses y premières dérivées 
tirées de l'équation de l’une des courbes doivent ètre 
égales aux valeurs correspondantes tirées de l'équation 
de l’autre courbe. Si ces conditions sont remplies et que 
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les dérivées d'ofdie y +1, 
d+ y' darty 
drt? dr! 





va 
> ne W FT entre elles, on aura 
f z dety "1 Pa n, 
ex as Jin t Ou 









X la différence Y — Y’ sera d’un ordre infinitésimal égal 
à. PAR et le nombre p exprimera, en couséquence, 
l'érdre du contact des deux courbes: 

212.381 l’ordre u*du contact est”un ho nbre im- 

A: ia: Y nie change pas de signe, d'après la formule (2), 

= quand#d : chänge) ‘de signe, puisque Ro 7: est 


Ment petit t d'ordre u+2;ce See est celui de 


‘Il s'ensuit que, l’une des courbes est tout entière située 
d'un mème côté, par rapport à l'autre, dans le voisinage 
du point de contact, 

Au contraire, quand l'ordre p du contact est un nombre 
pair, la différence Y — Y' change de signe avec Ax, et les 
courbes se traversent mutuellement au point de contact. 

Remarquons enfin que si les deux ceurbes ont au 
point M un contact d'ordre p, il est impossible de.faire 
passer par le point M une troisième courbe qui soit 
comprise entre les deux premières, à moins qu'elle m'ait 
avec celles-ci, au point M, un contact de l’ordre u au 
moins. En effet, soit Y” l’ordonnée relative à l’abscisse 
x + Ax d'une troisième courbe passant par le point M. 


On aura , eS 
Y”— Y =/(Y"—Y)+(Y—. Y’); 





: Len 
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si donc Y” -— Y est d’un ordre imfinitésimial inférieur à 
+1, Y/—Y! sera aussi de cet ordre, et par consé” 
quent ; 
Y— Y e Y"— Y, 


seront de même signe, d’après la formule précédente. 
L 


LS 
A Des courbes osculatrices. g 


213." Soit C une courbe donnée, dont nous représente- 
Tons les coordonnées pa, y. Soit aussi C’ une courbe 
d’une espèce donnée et dans l'équation de laquelle figu- 
rent a +1 constantes arbitraires; nous représenterons 
par y'l ordonnée de la courbe C’, qui répond à à l'abscissez. 

Sr on désigne par u un entier qui ne soit pas supé- 
à pon pourra disposer des arbitraires de manière 
ab La ı coarbe C’ passe par un point M de la courbe C ré- 
poi une abscisse donnée x, etqu'elle ait eg ce point, 
ave® la courbe C, un contact de l’ordre p. Pour obtenir 
les conditions de ce contact, il suffira, d’après ce qu’on 
a vu plus haut, d'égaler les valeurs de y et de ses u pre- 
mières dérivées tirées de l'équation de la courbe C, aux 
valeurs de y’ et de ses premières dérivées tirées de l’é- 
quation de la courbe C’. Les équations de condition 
ainsi formées seront au nombre de u+1;sil'onan >, 
il restera n — u constantes indéterminées ; mais si l’on a 
n = p, la courbe C’ sera complétement déterminée et elle 
aura au point M, avec la courbe C un contact qui sera au 
moins de l'ordre n. Dans ce dernier cas on dit que la 
courbe C’ est osculatrice dela courbe C, au point M; 
elle est, parmi toutes les courbes de la famille à-laquelle 
elle appartient, celle qui a le contact de l'ordre lẹ plus 
élevé avec la courbe C. 


214. Supposons qu'on ait disposé des arbitraires qui 
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figurent dans l'équation de C’, de manière que cette 
courbe C’ passe par le point M (x, y) de la courbe C, et 
qu'elle ait avec celle-ci, au point M, un contact d'un 
ordre x inférieur à n; le nombre u peut ici se réduire 
à zéro, et dans ce cas les deux courbes n’ont aucun 
contact, elles sont sécantes. Les conditiongde notre hy- 
pothèse sont, en faisant toujours abstraction des cas de 
discontinuité, r 


(1) PEN CRE RTS ES Ses 


et elles se réduisent à la première d’entre elles, dans le 
cas de u = 0. Cela posé, comme il reste des arbitraires 
indéterminées'au nombre de n — p, nous pouvons profiter 
de cette indétermination -pour faire passer la courbe C’ 
par le point de la courbe C qui répond à une abscisse don- 
née x+Ax. Désignons par Y et Y’les ordonnées des 
deux courbes qui correspondent à cette abscisse; on aura, 
comme au n° 211 





, detiyt d'y ax#T! $ 
* (re dat fra. pr Ru Rgs 
R „aR étant des infiniment petits de l’ordre u+2. 
p+2 +2 p p 


La condition que nous voulons exprimer, savoir Y'= Y, 
est donc 


s LA 
ns PEL 


ninis — omama +1.2...(u +1) 
p- dr”t' Artt! 


— 0, 
dr! 


et si l’on fait tendre Ax vers zéro, elle se réduira, à la 
limite, à 


(2) ———— = 





En joignant cette équation (2) aux gquations (1), on ob- 
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tient précisément les conditions pour que le contact des 
courbes C et C’ soit de l’ordre u +1. 

ll résuhiége là que pour avoir celle des coudbes C'qui 
est oseülätrice de la courbe C au point M, il suffira de 
disposer” n + 1 arbitraires contenues dans l'équation 
de C’, de manière que cette courbe passe par le point M 
et par n autres points M,, M,,.... M, de la courbe C 
répondant aux abscissesr,,7:,...,2x,, puis de faire tendre 
successivement vers la limite x, chacune des autres ab- 
scisses Xj, Xz.. .:,2,. Lorsque x, auga atteint la limite x, 
la courbe C’ aura en M avec C un contact du premier 
ordre; lorsque ensuite onéféta tendre x, vers la même 
limite x, l’ordre du conta Pélèvera d’une unité, et ainsi 
de suite. 


215. On suppose dans ce qui précède que les points M,, 
M,...., M, yiennent se confondre les uns après les 
autres, avec le point M. Mais la courbe C’ assujettie à 
passer par tous ces points, coïncidera encore à la limite 
avec la courbe osculatrice de Ja courbe proposée, au 
point M, lorsque les points M;, M,,...,M, se rappro- 
cheront indéfiniment du point M en se déplaçant simul- 
tanément suivant une loi continue quelconque. 

En effet, considérons les coordonnées x et y comme 
des fonctions d’une variable indépendante 1, telle que 
les abscisses 


(1) Lu Lio Bisri Sa 

des points communs aux deux courbes répondent à des 
valeurs de t 

(2) t, C4 Al, t+ 2åt,... t+ nåt 

en progression arithmétique. Cette condition peut ètre 


réalisée d’une infinité de manières différentes ; car si l’on 
prend, sur ùn axe fixe, à partir d'un point fixe, des 
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abscisseÿ égales aux quantités (2), que, par les extrémités 
de ces abscisses, on élève des perpendiculaires égales aux 
quantité# correspondantes (1) et qu'on fasse passer une 
courbe quelconque par les extrémités de ces perpendicu- 
laires, l’ordonnée x de cette courbe sera une fonction de t 
qui remplira la condition requise. 

Cela posé, les abscisses 
e 


y Lin assis do 


et les ordonnées correspondantes 
4 


Vs Tir Passe Ja 


étant les mêmes pour les deux épurbes C et C’, il en sera 
encore ainsi, à l’égard des différences des divers ordres 
que l'on peut former avec les quantités de l’une et de 
l’autre suite. Il en résulte que les rapports 








s Ar Lx Ar 
(3) à , an? ...s Im 
et . 

r: A} A?) Ary 
(4) at”? am"? ar 


ont les mêmes valeurs pour les deux courbes, et l’on 
peut en dire autant des limites vers lesquelles tendent 
ces rapports quand on fait tendre At vers zéro, auquel cas 
les points M,,M,,.., M, viennent se confondre avec M. 
Ainsi, les 2 (n + 1) quantités 


z, dx, d'xr,..., d'x, 


, 


Fy à, dy,..., d'y, 


= à 
out les mêmes valeurs pour l’une et l’autre courbe, 


la différentielle constante étant dt, Or, on a vu au 
» + d" 4 e à L 
n° 69 que la dérivée = > prise dans l'hypothèse de x 


r 





CRE ANS . 
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prs pai Le en fonction des 


i led’ bréré supérieur à get où la variable 
‘inc West pas désignée. Donc, d’après ce qui 


précède les n Æ 1 quantités 


dy dy d'y 
Je Ge 2e 


r 
ont les mêmes valeurs pour les courbes C et C’ au point. 
dent l’abscisse est x; en conséquence, les deux courbes 
ont un contact de l’ordre z au point dont il s` sapiy ce quj, 
démontre la proposition énoncée. i <> 


216. DROITE OSCULATRICE. — CONIQUE OSCULATRICE. — 
L’équation d'une droite ne renferme que deux constantes 
arbitraires; on ne peut donc établir entre une courbe 
donnée ét une droite qu'un contact du premier ordre, en 
un point donné. Il s'ensuit que la droite osculatrice d’une 
courbe en chaque point n’est autre chose que la tangente 
de la courbe. On retrouve ce résultat par notre théorie; 
car, soit . 
y'=ax+b 

. 
l'équation d’une droite; on en tire 


dy , 


d” 


et, comme les conditions du contact, au point dont l'ab- 
scisse est x, sont 

3 dr" dy 

I =J: Ue Te 


on aura les valeurs suivantes des constantes a et b, 





4 







s a 
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"L équation de la droite osculatriee est de 


cinq constantes arbitraires; donc la conique osculatrice 
d’une courbe donnée a un contact du quatrième ordre 
avec cette courbe. Le contact peut être d’un ordre supé- 
rieur en certains points particuliers; ainsi, une courbe a) 
du troisième degré” a, en général, vingt-sept points en 
. chacun desquels elle a un contact du cinquième ordre ‘ 
avec la conique ostulatrice. Ce théorème remarquable 
est dů à Steiner; j'en ai donné une démonstration dans’ 
mon Cours d’ Algèbre supérieure (3* édition, t. I, p.595). 
Si l’on ne considère que les sections coniques qui i satisfont 
à certaines relations, le nombre des arbitraires sera infé- 
rieur à cinq, et la courbe osculatrice n'aura pas, en gé- 
néral, avec la proposée un contact du quatrième ordre; 
tel est le cas qui se présente quand on ne considère que 
des paraboles; tel est aussi celui des circonférences que 


nous allons examiner. k 
` 


+ Du cercle osculateur. ge 


0 


217. L'équation générale du cercle renferme trois 
constantes indéterminées, savoir : les coordonnées x;, y; 
du centre et le rayon R. On peut donc établir ici un 
contact du deuxième ordre en un point (x, y) de la 
courbe donnée, et les conditions de l’osculation sont 
ed d'y! d'y * 

“(1 =; EL D. A = —) 
dx nm dx: dr? 
y” étant l'ordonnée du cercle. L'équation de ce cercle est 
. ra) + (y'— y) = R’, , 


© e 
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et en la différentiant successivement deux fois, il vient 








3 
dy' 
(z— a) + (y =r) = =ð, 
dy” dy ee 
ae per de (y — 71) da P 
Si l’on remplace dansles trois équations précédentes y’, 
dy‘ d'y! 
X, qr par les valeurs tirées des équations (1), on ob- 


tiendra les trois suivantes : 


(r — r} (y — 7) =R 





dy 

(2) i (z — z) + (z= Hli = 0, 
a a e KAY 

‘| nr LS Fan D) = 


i À 4 mineront les coordonnées £,, yı et le rayon R du 


. re 








voit que les at ta sont précisément celles 
emminent le cercle de courbure, d’où il suit que 


gé néralement cette courbe, puisqu'il a avec celle-ci ùn 
contact d'ordre pair; cependant le contact peut être du 
troisième ordre en des points particuliers et alors le cercle 
osculateur reste tout entier d’un mème côté de la courbe, 
dans le voisinage du point de contact. | 

Les considérations générales que nous avons présentées 
au n° 214 conduisent aux conséquences suivantes : s 


1° Le cercle osculateur en un point d’une courbe 
est la limite vers la quelle tend le cercle tangent en ce 
point à la courbe, et passant par un second point de 


21. 
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celle-çi, lorsque ce second point se rapproche indéfini- 

ment du premier em restant constamment sur la courbe. 

2° Le cercle osculateur en un point d'une courbe est 

la limite vers laquelle tend le cercle qui passe par ce 

point et par deux autres points de la courbe, lorsque ces 

' deux derniers points se rapprochent indéfiniment du 
premier en restant constamment sur la courbe 





aq, ME cpu ARE - 
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CHAPITRE VIII. 
APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES COURBES PLANES. 


Aire des Sections coniques. ` 


218. Bien que la quadrature des surfaces terminées par 
des lignes courbes soit du ressort du calcul intégral, nous 
ne pouvons nous dispenser de traiter dès à présent quel- 
ques-uns des cas les plus simples et en particulier le ças 
des sections coniques. 


AIRE DE LA PARABOLE. — Supposons qu'on demande 
| 
oi" 
Pa | 
7: | 
To". CE 
N] 
LS EME a 


l'aire du segment MOM’ compris entre un arc de para- 
bole et sa corde. 

Prenons pour axe des x le diamètre Ox qui passe par 
le milieu P de la corde MM’ et pour axedes y la tangente 
Oy à l'extrémité de ce diamètre. 

Si l'on désigne par x et y les coordonnées du point M 
supposé actuellement variable, par 8 langle des axes, la 
différentielle de l'aire OMP = u sera (n° 187) 


[s 


du = y dr sin 8. 
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Mais l'équation y? = 2 px de la parabole donne 


i 
y =V 2p. t, 
on a donc 


du = yV2p z’ dr sing. 


` 5 spez gs 2 $ po 
Comme x° dx est la différentielle de 3 x°, laire u a la 


3 
mème différentielle que la fonction 3 V2p x° sinf ou 


2 = rs 

3 V2px.x sinb et elle n’en diffère que par une constante. 
D'ailleurs les deux fonctions s'évanouissent pour x = 0; 
par conséquent la constante est nulle, et l’on a 


u= + V2 zsinð o = + inĝ 
E 2px. = j $ 
7y p u i 77 sin 


Cette formule exprime que l'aire OMP est les 3 de l'aire 


du parallélogramme OPMQ construit sur les coordon- 
nées du point M. L'aire OPM’ est pour la mème raison les 


Zde laire du parallélogramme OPM’ Q’; donc enfin l'aire 


du segment MOM’ est aussi les 2 du parallélogramme 


3 
MM'Q'Q. 

219. Arme ne L'ezcipse. — Considérons une ellipse 
rapportée à son centre et à ses axes; désignons par 2a et 
2b les longueurs des axes, et supposons qu’on demande 
laire u comprise entre les deux axes O x, Oy, l'arc BM 
et l’ordonnée MP. Décrivons une circonférence ayant le 
grand axe 2 a pour diamètre, désignons par u’ l'aire com- 
prise entre les axes Ox, Oy, l'arc de cercle B'M’ et 
l'ordonnée MP prolongée. On aura, en supposant l'ab- 
scisse x variable, 


du = y dx, du = y'dx. 
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Mais, yet y étant les coordonnées du cercle et de lel- 
+ . 

Y 


t. lipse, on a =Ñ, donc 
a b 


b 
du = - du’; 
a 


Eeg b A TRS 
les quantités u et z u' ayant mèmes différentielles et s'an- 


Le 1p 
My 
CN 

De eE R A E 

{ 0 P jà p3 


a 


nulant toutes les deux en même temps que x, elles sont 
nécessairement égales entre elles, et l’on a 


b 
u= ~a". 
a 


La surface entière du cercle étant ra’, on voit que 
l'aire totale de l'ellipse est égale à zab. 


220. Aire DE L'HYPERBOLE. — Considérons l'hyperbole 





rapportée à ses deux asymptotes; l'équation de cette 


courbe sera 
zy =m. 


Soit u laire comprise entre la courbe, l'axe des x et les 
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ordonnées AC, PM, l’une fixe, l'autre variable; on aura 


A 5 
du =y dx sin9 — m? sinb —; 
T 


or = est la différentielle du logarithme népérien de x, 


on a donc 
u = m’ sin 9 logz + const. 


L’aire u devant s’annuler quand z est égale à l'abscisse x, 
du point C, la constante a pour valeur 


— m sinp logre, 
et l’on a 

3 x 
u — m'sin 0 log — - 

Ta 
Si l'hyperbole est équilatère, on a 0= 90 degrés; pre- 
nons alors pour l’ordonnée fixe CA, celle du sommet C de 
l'hyperbole et faisons m égale à l’unité de longueur, on 


aura simplement 
u = logz; 


par conséquent, les aires déterminćes par lęs diverses 
ordonnées de Uhyperbole sont les logarithmes des ab- 
scisses correspondantes. C’est en raison de cette propriété 
qùe les logarithmes népériens sont quelquefois désignés 
sous le nom de logarithmes hyperboliques. 


De la différentielle d'un arc de Section conique. 


991. DIFFÉRENTIELLE DE L'ARC D 'ELLIPSE, — Les coor- 
données de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes 
peuvent s'exprimer en fonction d'un angle variable g, par 


les formules 
z= asing, y = b coso, 
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a et b étant les longueurs des demi-axes. On tire de là 
dr =a cosgdg, dy = — b sing dy, 
et, par suite, 
= ye cos?y + b'sin'+ dy. 
Si l'on ceia par À lexcentricité, c'est-à-dire le rap- 
A 

port =—— ; l'expression précédente pourra être mise 


sous la Den 





(1) ds =hVi — k sin’g de; o o 
P 
on peut écrire aussi H sé 
° 5 as 
(2) z = Ess: SERN = — k? naL . a 
a yi — ksing yi — 4 sin’ a 


On a souvent besoin d'exprimer ds en fonction de 
l'angle À que fait la normale de Ja courbe avec l'axe des T° 
On a, par les formules précédentes, 


t À az = t tan ki tang À 
an = — —— — —-cotans a = — cotan 
CE dy 5 5 BYE £+» 
d'où l'on tire 
b a? b? 
? cos? SE g = —————— —  — 
OSE na? arcos À + b sinh 
et 
1 a cosg abd). 
z a m em f er a N E e e a 
Fa b sin? à a? cos? À + b’ sinti 


Il vient alors 
F abd) 
s = m 5) 
(a? cos? À + b?sin? à)? 
ou 
b: di 
ds = — 3 
2 


j (1 — Asin')) 


Il faut remarquér que dà n’est autre chose que l'angle 


_ 
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, s dg 
de contingence et qu'ainsi zz représente le rayon de 





dì. 
courbure. 
+ …. 
222. DIFFÉRENTIELLE DE L'ARC D'HYPERBOLE. — On 
de a yi : 
P 
~L PL 
LE 
a j 
9 "r 
ai Va . 








N 


o L 
it Obtenir pour la différentielle de l'arc d'hyperbole 
e expression analogue à celle qui se rapporte à l'el- 
se. Prenons pour axe des x l’axe non transverse de 
urbe, pour axe des y l'axe transverse, et dési- 
s par 2a la longueur du premier de ces axes, par 
Eg 2a la longueur du deuxième; l'équation de 


la courbe sera 





On peut exprimer les coordonnées r, y en fonction d'un 
même angle +, par les formules suivantes : 


z=ayı— k tango, y= -= 


qui satisfont, quel que soit ọ, à l'équation de la courbe. 
On en tire 


ksing dy 
— m  —— 0 


mess A fs 
dr=aÿi— 6, dy =ayi— k m 
cosy cos’ g y1 — k’'sin?ọ 
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} 
æt de là résulte cette expression de ydx’ + dy’ = ds, 
4 s 


(1) ds=ayıi— k ne i 





cos’ọ y1 — k*sin’ọ 


Par l'extrémité M de larc s dont nous supposerons 
l'origine en À, sur l'axe des y, menons la tangente MP 
et abaissons du centre la perpendiculaire OP sur cette 
tangente. L’équation de la droite OP sera 


ksingY + yı — ksin? g X= o0; 


si donc on désigne par t la partie MP de la tangente qui 
mesure la distance du point M à la ligne OP, on aura 


== g ange Vi— Æsin'e, 


= 77 


et, en différentiant cette expression, 


FAEN anag e EEEE A = 


cos? V1 — À* sin? ? 


à ak? de Sing dọ 

Vi— A \ÿi—Æsin'e Re 4 sin? y 
Retranchons maintenant la formule (2) de la formule (1), 
il viendra 


(2) 











ro Snyd dy g 
a a E, 


la quantité ż est une fonction algébrique donnée, et l'on 
voit que la différentielle de la différence s — 4 a une 
forme analogue à celle de la diflérentielle d'un arc 
d’ellipse. s 


i 
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Á% 
223. DIFFÉRENTIELLE DE L'ARC DE PARABOLE, RECTIFI= 


CATION DE CET ARC. — Soit 

y 

PEED y= napr 
l'équation d'une parabole rapportée à son axe et à la 
tangentè au sommet. En désignant par æ langle que fait 








: N Ni 
Ja tangente de la courbe avec l'axe des x, on a 
l i dy pP 
a ang a = — x = 
es dr Y 
d'où 


3 
yX = pcotanga, r= 2 cotang’ z. 


On tire de là 
ot r 2 
dy =, dr — pcotengade, 





Ensuite si l’on désigne par s l'arc de la courbe, compté 
, P 
à partir du sommet, on aura 
I ds = — —-; 
TRL iss 
-e i A 
* nous mettons le signe — devant cette expression, parce 
que le radical qui comportait le signe ambigu + a dis- 
paru et que s est une fonction décroissante de a. 
Désignons par t la longueur de la tangente comprise 
8 P 8 8 P 
entre le point de contact M, extrémité de l'arc s, et le 
point P où elle rencontre l'axe des y, on a 
z ; p cosa 
— OÙ t=- ———: 
cos a 2 nig 
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d'où, par la différentiation, TS 


(2) : dt =? da dg 


\ 








5 


—asinz sine 


en retranchant cette formule de la formule (1), on a 





(3) dis—t}=—--—. 


d ENA e 
Or on‘a vu au n° 44 que n est la différentielle du 
å sna 


. RTE Û 
logarithme népérien de tang - g; on a donc 
2 


s — 1 = — Ë log tang ~ a + const 
ù 2 2 


L'arc s et la ligne t s’annulent pour z = F, par consé- 


quént la`constante est nulle, et l’on a 
p 1 

s =t — = log tàng - a. 

TE l ogting Ža 


224. Le résultat que nous venons d'obtenir donne im- 
médiatement la solution d'un problème qui offre quelque 
intérêt. La ligne PF qui joint le point P au foyer de la 
parabole est perpendiculaire sur la tangente MT et la lon- 
gueur de cette ligne est 


PF = 2. 
28Na 





Prenons le point I, sur le prolongement de MP, tel 
que MI soit égale à larc s; on aura 


pP I 
IP = s — t = — — log tang — z. 
s 318 ang zz 


Maintenant menons la ligne IS perpendiculaire à IF, et 
prenons les deux droites IT, IS pour former un système 
d’axes coordonnés. Désignons par x et y les coordon- 
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nées du foyer F par rapport à ces deux axes, on aura 
ete P SLP 1 

= — x =: — — log tang — a. 
7 2 sin a 2 5 8 2 





La seconde de ces formules donne 
2x 2x 


I 1 
e P= tang =, e” — cotang — 4, 
. | 2 


d'où 


2x ar 
(5) Url) 


Il est évident, par ce qui précède, que l'équation (5) 
est celle de la cou be décrite par le foyer de la parabole, 
lorsque celle-ci roule sans glisser sur la droite fixe IT. La 
courbe dont il s'agit se rencontre en mécanique; elle a 
reçu le nom de chainette. 


è 
Rayon de courbure des Sections coniques. * 


225. L'équation générale des sections coniques peut 
toujours être ramenée à Ja forme 


(1) J? 2px + qi’, 


x et y étant des coordonnées rectangulaires; on tire de 
cette équation, par deux diflérentiations successives, 


dy 
(2) JA TP +I 
dy i dy\? 
(3) «: À der fn (2) =q. 


Si l’on multiplie entre elles les équations (1) et (3), 


a 
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puis qu’on retranche l'équation (2) après l'avoir élevée, 
au carré, on trouvera 

dy 
3 = — pt, 
di: P 


L'expression 





R = -I 
pP 
orona 
dy? 
ppp, 
dr’ 


N étant la longueur de la normale, donc 


N? 
# 
(4) R = —: 
P 
Ainsi, dans les sections coniques, le rayon de courbure 
est proportionnel au cube de la normale.’ 
La formule (2) élevée au carré donne 
d? 


y’ Ta = pP + 2pqx + gi = pt + D 


et, par suite, 
(5) N= p (1 q)’, 
ce qui permet d'exprimer le rayon R en fonction de l’une 
des deux coordonnées. 
On obtient une autre expression remarquable de R en 


introduisant l'angle y que fait la normale avec le rayon 
vecteur issu d'un foyer. En désignant par p ce rayon et 
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par © l'angle qu’il fait avec l'axe des x, on a, comme 
on sait, . 


1 1+ Vi cos d i sin w d 
De AEN TISS Lou Es VERT 


P P F P 


, 


d’ailleurs l'angle y est déterminé par la formule 


ti dp 
angy = —— 
57 pda 
qui devient ici 
EE ET 
tang y = VIE p sin w TNT: 
P P 


la formule (5) se réduit alors à 


(6) N= L, 


~ cosy 





et elle exprime que dans les sections coniques, la pro- 
jection de la normale sur le rayon vecteur issu d'un 
foyer est constante et égale au paramètre. 


L'expression (4) du rayon de courbure devient, en rem- 
plaçant N par la valeur tirée de la formule (6), 


(7) R=- 


et l’on peut écrire aussi 
(8) R = s; . 

226. Cette dernière formule conduit à une construction 
très-simple du rayon de courbure dans les coniques. 
Effectivement, menons la normale MN terminée en N 
à l'axe focal; joignons le point M au foyer F; élevons 
ensuite NG perpendiculaire à MN, par l'extrémité N de 
cette normale; enfin, par le point G où NG rencontre 
MF, menons GC perpendiculaire à MF; le point C où 
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aire coupera la normale, sera le centre 





Développées des Sections coniques. 
$ 


227. DÉvELOPPÉE DE L'ELLIPSE. — Soit 


. a? le 
(1) a a pa! 


l'équation d’une ellipse rapportée à son centre et à'ses. 
axes. On tire de cette équation, par la différentiation, 


su 
a Bar 
, 1 1 /dy\? y d'y 
a E\a) bas” 
d'où 
dy _. a d'y b‘ 
a Oo de ay dm Py 
“PUIS. aA 
gO ArU pme er 
RE ee e 
en posant 
- : =a hb. 
22 


, 


I. 
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, Les formules 





j- dr\ dy dy? 
n - E LA 
\ 4) dr 7 dx 
on Er > ——— 4 n=r+ -y 
dx? dx 


qui déterminent les coordonnées du centre de courbure, 
*.dônnent alors 


| ex 
{2} = +- 


3 °y 3 


ao D= 


Si donc on suppôse c° positif et que l’on fasse 


on aura, par les équations (2), en ayant égard à l’équa- 


tion (1), | , 


P h Ta yN>? 

a ras 

ce qui est l'équation de la développée de l’éllipse. Cette 
développée GH G’ H’ a pour axes ceux de la courbe, et les 
points G, G’, où elle rengontré‘l'axe focal, soñt situés 
entre les foyers F, F' de l’ellipse, à cause de a, <£; on 
voit en outre, par les formules (2), que chaque quadrant 
de l’ellipse et le quadrant correspondant de la dévelop- 


pée sont situés dans deux des angles adjacents formés 
e 


Js 
f l N 
i N \ 
TT FE Dax EF | 3 
EAT r 
i f -i 
m 


avec l’une des directions de l’axe des x, par les deđx di- 


à 
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rections de l'axe des y. On doit remarquer aussi que la 
développée sera tout entière contenue dans l’ellipse. si 


l’on a b, < b ou 
a < b2; 

elle coupera l’ellipse aux extrémités du petit axe, si l’on a 
a =b\2; 

enfin elle coupera l’ellipse en quatre points si l'on a 
a> b y2.. 


Les rayons de courbure de l’ellipse aux extrémités du 
petit axe.et du grand axe sont respectivement b + b, et 


a 2 A 
a—a, ou 7 et —; la longueur du quadrant de la déve- 
s 
loppée est donc 
a — bh 
—— 


Si l’on différentie l'équation (3) deux fois de suite, il 
viendra, en prenant dx, = constante, 


WE pa n\ dr, 
AE bi\b] dr, ? 





a 
dy, by ON bi 
MENT EE S a 
ai aix} aes 3a°x°y° 


le rayon de courbure R, de la développée de l’ellipse a 
donc pour expression 


1 ouf 4 2 4 2\3 
3r (ai z tbig) 


4 4 
3 7,3 
aibi 


R, 


22. 


4 
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dy: ¿ $ 
La valeur de = ést nulle aux points G, G’ où la 


' 
courbe rencontre l’axe des x; elle est infinie au point 
H, H' où elle rencontre l'axe des y; il s'ensuit que ces 
quatre points sont des points de rebroussement du pre- 
mier genre; pour chacun d'eux le rayon de courbure R, 


d'y, | 
est nul. La valeur de Tr et celle de y, sont toujours de 


mème signe, la développée est donc partout convexe vers 
l’axe des abscisses. 


228. DÉVELOPPÉEĘ DE L'HYPERBOLE. — L'analyse qui 
nous a conduit à la développée de l’ellipse ne suppose pas 
que b° soit une quantité positive; elle s'applique donc au 
cas de l'hyperbole. Si l’on écrit — b° au lieu de b’, la 
quantité désignée par c* au numéro précédent aura pour 
valeur 

| c= a+ bi, 
et les équations (1) et (3) de ce numéro deviendront 


x! D ds 
(1) UE : ml 





(2) a = + 


a? Re ru 


l'équation (1) est celle de l'hyperbole et les équations (2). 
donnent les coordonnées du centre de courbure de cette 
courbe. Si l’on pose, comme au numéro précédent, 
Prad c? 
b 


a = —3 1 
a 


b 


l'élimination de x et de y donnera 


On reconnaît facilement, par ces formules, que la déve- 
loppée de l'hyperbole est formée de deux branches infi- 
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nies HGK, H'G'K’ symétriques par rapport aux deux 
axes, convexes vers l'axe transverse de l'hyperbole; les 








y 5 
w N | Dr R, 
AS \ | / a 
er jote N a . 
rá / \ N s 
L |N ò | 
E Pa ÈS 
A| Se 


points G, G’ où elle rencontre cet axe sont des points 
de rebroussement du premier genre; ils sont situés au 


delà des foyers F, F’ de l’hyperbole, à cause de a, > c. 


229. DÉVELOPPÉE DE LA PARABOLE. — L'éqüation de 
la parabole rapportée à son axe et à la tangente au som- 
met est 

FS'=2PT; 


la différentiation donne 





dy _p dy__ P 
dx ÿ de y . 
d'où 
dyr’ 2 . 2 
1+ 2 = 1+ P a a 
dx? s 7 


et il en résulte, pour les coordonnées x,, y, du centre de 
courbure, les valeurs suivantes : 


dy’\ dy 
(+ 2)2 





E or = 3x +p, 
dx? 
dy? 
1H r. 
Jı=y + dy = Tps 
dx? 
wti 
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r=g(a-ph r=—-Vrri 


en portant ces valeurs dans l’équation de la parabole, on 
obtiendra celle de la développée, savoir : 


s e 2 8 (x, — p} 
Y L s å 


On en tire, par la différentiation, en prenant x, pour 
variable indépendante, 


dy, t 3 d? Yı I 2 


= = — == 7}: 

dx, Ti i ! dx? = gyp 

ces formules montrent que la développée de la parabole se 
compose de deux branches infinies GK, GL qui se réunis- 
sent au point G de l'axe; ce point G, dont l'abscisse est p, 
est un point de rebroussement du premier genre. Comme 


y| 5 
| / 


d? F 
yet A ont le même signe, la courbe présente con- 


stamment sa convexité vers laxe de la parabole. 


De la Cycloide. 


230. La cycloïde est la courbe engendrée par un point 
donné d’une circonférence qui roule sans glisser sur une 
droite fixe indéfinie. 


2 ec g e 


Mye 
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Prenons pour axe des x la droite Ax sur laquelle 
roule le circonférence donnée, et pour origine lun des 
points À de la droite A x avec lesquels le point géné- 
rateur de la cycloïde peut venir coïncider. Comme le 
mouvement du cercle mobile peut se perpétuer indéfini- 
ment et qu'on peut reculer son origine autant que l’on 
voudra, la cycloïde est composée d’une infinité de branches 
égales entreelles, situées d’un même côté de la droite Ax, 
à droite et à gauche du point À ; il est bien aisé de former 
l'équation de cette courbe. L’axe des y étant perpendi- 
culaire à l'axe Ax des abscisses, considérons un point 
quelconque M de la cycloïde, et supposons que H soit le 
point de contact du cercle générateur avec Ax, dans sa 
position actuelle. 


y! 
G E aa 
te a 
| b | 
{m p | 
4 I Axm | 


Soient 
AP =z, MP—7y 


les coordonnées du point M; joignons ce point au centreO 
du cercle générateur HMG et abaissons la perpendicu- 
laire MI sur GH. On aura 

z= AH — PH — AH — MI, 

y= 08 — OI; 
mais si l’on désigne par a le rayon du cercle générateur, 


par ọ l'angle formé par la direction du rayon OM avec 
la direction OH qui est celle des y négatives, on aura 


MI = asing, OI-= acose; 
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d’ailleurs, la ligne AH est égale à la longueur de l'arc de 
cercle MH = a9, d'après la définition de la cycloïde. On . 
a donc 
(1) 


j z —= a (ọ — sing), 
l y =a(1— coso), 
? 


et l’on obtiendra tous les points de la courbe en donnant 
à y; dans ces formules, toutes les valeurs comprises 
entre — œ et +. 

La seconde des formules (1) donne 


a— y a— y 
(2) OP -3 ọ = arc cos —— > 
t 
puis 
. 2ay — y" ` 
(3) sinp = Ÿ L =, 


et en substituant ces valeurs dans la première formule 
on obtient 


(4) z == a arc cos 7 —y2ay— ř, 


le radical devant être pris avec l’un et l’autre signe. 

L’équation (4) est celle de la courbe entre les coordon- 
néesxety, mais il n’y a aucun avantage à la substituer 
aux formules (1) et nous conserverons celles-ci. 


231. TANGENTE ET NORMALE A LA CYCLOÏiDE. — En dif- 
férentiant les équations (1), il vient 


dr =a (1 — cose)d>, 


(5) dy = a sing dọ. 


L'expression de la sous-normale N'est, en vertu des 
formules (1) et (5), 





, dy : : 
(6) N Y 7 sing PH; 





. il résulte de là que MH est la normale de la courbe, et 
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que, par suite, la tangente est la ligne MG qui joint le 
point M au point G diamétralement opposé à H, dans le 
cercle générateur. QE 

Ce résultat conduit à un procédé fort simple, pour 
construire la tangente en un point quelconque M de la 
cycloïde. Remarquons d’abord que le maximum de y 
est 2a, et que ce maximum a lieu quand ọ est égal à une 
demi-circonférence ou à un multiple impair de la demi- 
circonférence; mais comme ce que nous disons de Pung 
des branches de la courbe s'applique à toutes les autres} ! 
nous n'avons à considérer que la seule branche qui ade 
point À pour origine; alors, la valeur de x qui répond” 
au maximum est ra; c'est l’abscisse du milieu de la base” 
de la cycloïde. Cela posé, construisons sur l'ordônnée ; Fra 
maxima CD,,comme diamètre, le cercle générateur 
CmD; menons ensuite, par le point M, la droite Mm 
parallèle à A x, joignons le point m, où cette droitéren= 
contre la demi-circonférence Cm D, au point C, et menons 
enfin, par le point M, la droite MG parallèle à sn C; cette 
droite sera la tangente demandée. 

Au moyen de la formule (3), l'expression de la soús- 
normale N’ peut être mise sous la forme 


(7) N'=Vray — y’, 

et comme la normale N est égale à yN” + y". on a 
N = y2 ay, 

ou, encore, 


(8) N = 2a sin 4. 


Enfin, si dans la formule (7) on écrit au lieu de N’ son 


expression y Z, on obtiendra l'équation différentielle de 
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la cycloïde, savoir : k 


. dy 2a =r 
(9) ” ty y 


Il y a quelquefois avantage à transporter l'origine des 
coordonnées au sommet C de la cycloïde et à prendre 
pour axes des x et des y les directions CG et CD. Il faut 
alors remplacer, dans nos formules, x par tra + xet y 
par 2a — y; si, par exemple, on fait ce changement dans 
équation (9) elle deviendra 


dy O y ; 
Vas 


nous avons pas changé le signe du premier membre. 
parce que le signe du second membre demeure indé- 
terminé. i . 


232. Quannarune DE LA cycLoïne. — Désignons par u 
laire comprise entre la courbe, sa base et l’ordonnée 
MP =y, ona 

du = ydr = a (1 — cosy} dg = a? (1 — 2c0sọ + cosg) dy, 
1+ c052% s 
ou, en mettant. - au lieu de cos*?, 


+ 


3 1 \ 
du = (2 -= pe) dọ; 
u =a 3 2 C089 + 3 cos2g) ? 


le second membre de cette formule est évidemment la 
différentielle de la fonction 
a! 3 2sinọ + > sin2 
2 + ? Z +) , 
d’ailleurs cette fonction s’annule, ainsi que u, en même 
temps que ọ; on a donc 
I 


10) u = a? 3 — 2sinọ + + sin 2ọ)- 
aT ẹ â ? 
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Si l’on veut laire totale U, comprise entre la première 
branche de la courbe et sa base, il faudra faire ọ = 27 
dans la formule précédente, ce qui donnera 
(11) U= 3ra; 


l’aire entière d’une branche de cycloïde est donc triple de 
Paire du cercle générateur. 


233. RECTIFICATION DE LA cycroïne. — Les formu- 
les (5) (n° 231) donnent ~- * 
dr’ + dy’ 2a%(1 — cos$)dg = 4a* sin? s pdg’, 
d’où 
(12) ds = za sin = ọdẹ; 


le second membre de cette formule est la différentielle 


1 
de — 4acos = 9; on a donc 


Û 
s = — 4acos z + const. 


Prenons le point A pour origine de l'arc s; cet arc 
s’annulant avec ọ, la constante est égale à 4a, et l'on a 


= 4a (: — cos £ p)» 
ou 
(13) s= Basin z g. 
Si l’on veut avoir la longueur S de l’une des branches de 


la courbe, il faudra faire ọ = 27, dans la formule pré- 
cédente, et l’on aura 


(14) S — 8a. 


Ainsi la longueur d’une branche entière de cycloïde est 
égale au quadruple du diamètre du cercle générateur. 
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234. RAYON DE COURBURE DE LA CYCLOÏDE. — [angle 
que fait la tangente .de la courbe avec l'axe des y étant 
égal à la moitié de l'angle y, il s'ensuit que l’angle de 


: EEEN. 

contingence est égal à - dy; le rayon de courbure R est 
s DA 

donc 


B= 


, ds 5 : s— 3 
mais la formule (12) montre que z est égal à 2a sin — z0 
dy 


ce qui, d’après la formule (8), est précisément l'expression 
de la normale N; on a donc 


(15). R =2N; 


ainsi, dans la cycloïde, le araya de courbure est double de 
la normale. 


235. DÉVELOPPÉE DE LA CYCLOïDE. — Le resultat qui 
précède permet de trouver sans calcul la développée de la 
cycloïde. Effectivement, prolongeons le diamètre HG du 
cercle O, d'une qùantité HL = HG, au-dessous de Ax 
(voir la figure du n° 230), et construisons, sur HL comme 
diamètre, la circonférence O’ qui rencontre en N la nor- 
male MH prolongée, menons ensuite à cette circonfé- 
rence la tangente EL parallèle à Ax, qui rencontre en E 
la direction de l’ordonnée maxima CD. L'égalité des 
angles MHG, LHN entraine celle des arcs MG, LN et 
celle des arcs supplémentaires MH, NH; les cordes MH 
et NH sont donc elles-mèmes égales, et, par conséquent, 
le centre de courbure relatif au point M est situé en N; 
en outre, l'arc HN est égal à la longueur AH et il s’en- 
suit que le supplément LN de cet arc est égal à HD ou 
à LE. 

Il résulte de là que la développée de la cycloïde peut 


être engendrée par un point N d’une circonférence de 


CHAPITRE VIII. í 349 
rayon a qui roulerait sans glisser sur une parallèle EL 
à A x menée au-dessous de cette droite à une distance égale 
au diamètre du cercle, de manière que les positions dt 
point générateur N sur la droite EL répondent aux 
mêmes abscisses que les ordonnées maxima de la cycloïde 
proposée. Cette développée est donc une seconde cycloïde 
égale à la première. 

On peut arriver à la même conséquence sans invoquer 
la formule qui fait connaitre le rayon de courbure. En 
effet, MG étant la tangente à la première cycloïde au 
point M, il s'ensuit que NH est la tangente en N à la 
seconde cycloïde; celle-ci est donc l'enveloppe des nor- 
males de la proposée, et par conséquent elle est sa déve- 
loppée. 

Enfin, la propriété que nous étudions résulte encore 
très-facilement des formules générales qui donnent les 
coordonnées x;, y, du centre de courbure. La différen- 
tiation des équations (5) (n° 231 ) donne, en prenant dọ 
constante, 


(16) d'x—asing de, d'y =a cosg dg’, 


et au moyen des formules (5) et (16), les formules du 
n° 497 donnent 


n—=a(p+sing),, yı = — a (1 — cos). 


Si maintenant on transporte les axes parallèlement à 
eux-mêmes au point dont les coordonnées sont x = Ta, 
y = — 2a, il faudra écrire na + x, et — 2a + y, au 
lieu de x, et de y, et si l’on met en même temps 4, + 7 
au lieu de ç, on aura les équations 


z,—=a(p — Sing), = af1— os), 


qui représentent bien une cycloïde égale à la proposée. 
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236. Cette propriété de la cycloïde donne immédiate- 
ment sa reclification. En effet, larc EN de la développée 
est égal à la différence 


EC — MN = 4a — fasin = 9 


des rayons de courbure de la proposée aux points C et M. 
D'ailleurs, il est évident que l’arc s = AM s’obtiendra en 
changeant ọ en z — ọ dans l'expression précédente; on 
a donc ; 


I 1 
= — — = 8 in? — , 
s— 4a- a cos > g asin? g 


comme nous l'avons déjà trouvé plus haut. 

La même propriété de la cycloïde fournit encore un 
moyen d'obtenir la quadrature de cette courbe, mais nous 
nous bornerons à cette indication que le lecteur pourra 
facilement développer. 


Des Épicycloïdes. 


237. On nomme épicycloïde la courbe engendrée par 
un point donné d’une circonférence qui roule sans glisser 
sur une circonférence fixe. La cyeloïde appartient à la 
classe des épicycloïdes; elle répond au cas où le rayon de 
la circonférence fixe devient infini. 

L’épicycloïde est dite intérieure ou extérieure, selon 
qu'elle est située dans l’intérieur du cercle fixe, ou au 
dehors de ce cercle. 

Toute épicycloïde peut être engendrée par le moyen de 
deux cercles différents roulant sur le même cercle fixe. 
Les rayons de ces cercles ont pour somme ou pour dif- 
férence le rayon du cercle fixe, selon qu'il s’agit d’une 
épicycloïde intérieure ou d’une épicycloïde extérieure. 

En effet, supposons que l’épicycloïde intérieure ou exté- 
rieure considérée soit engendrée par un point M du cer- 


ere y € a A a | 
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cle A roulant sur le cercle fixe O. Soient H l’un des points 
: du cercle fixe avec lesquels le point générateur peut venir 
coïncider, et P le point de contact actuel des deux circon- 





férences. Joignons AM et construisons sur les lignes AO, 
AM le parallélogramme OAMA'; décrivons enfin une 
circouférence du point A’ comme centre avec le rayon 
A'M. Cette circonférence sera tangente à la circonférence 
O en un point P’ situé sur le prolongement de la ligne 
OA’; car, si l’on désigne par r le rayon du cercle O, 
par a et a’ les rayons des cercles A et A',ou a évidemment 


r=a +a, 
dans le cas de l’épicycloïde intérieure, et 
r=a — a, 


dans le cas de l’épicycloïde extérieure. 


Maintenant les angles PAM, P'A'M, POP’ étant égaux 





352 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


entre cux, on a 


arc PM _ arcP/M _ arcPP’ 

a D et pere 
d'où 

arcP'MæHarcPM  arcPP’ 

Es  r 


et comme a’ + a est égal à r,on a 
arc P'M Æ arcPM = arc P'H Æ arc PH; 


les signes supérieurs répondent à l’épicycloïde intérieure, 
les inférieurs à l'épicycloïde extérieure. Or, dans les 
deux cas, on a 

arcPM = arcPH, 


par la nature de la courbe ; donc on a aussi 
arcP'M = arc P' H, 


et, en conséquence, l’épicycloïde peut ètre engendrée par 
un point M de l’une ou de l’autre des circonférences A, 
A! roulant sur la circonférence O. 


238. Rapportons la courbe à deux axes rectangulaires 
Ox, Oy, dont le premier passe par le point H, et dési- 
gnons par ọ l'angle MAP dont a tourné le rayon AM du 
point générateur. en s'écartant de sa direction initiale 
HO; cet angle ọ pourra varier de — œ à +œ, car on 
peut regarder le mouvement comme indéfini. L'arc PM 
et son égal PH seront alors représentés par a et l'angle 


POH sera + . 


Soient x = MQ, y = OQ les coordonnées du point 
M ; si l’on abaisse AB perpendiculaire sur Ox et MC per- 


pendiculaire sur AB, on aura, d’après la figure, 


x= OB + MC, y— AB—AC, 


CHAPITRE: VIII. 353 « 


et les triangles OAB, OMC donneront 


, CTP) ' 


= (rÆa) sin T pasin ("7 t, +): 


les signes supérieurs ayant lieu pour l'épicy reloïde exté- # 


rieure et les inférieurs pour l’ épicycloide intérieure. Po- 


sons EN 
a 
"=; 
r 


on aura, pour l'épicyclojde extérieurej«%“ 
D 


e 1. AA ` * ~ 
(Z — TH, cos(a +1) 
roue e Fan á 
I r | Fe 
n+ Fa 


z= —— Song — sin (z +1) FA 


et ces he: 


rieure; si l'on rempli 
’épicycloïde est une courbe algébrique lorsque le 


t'aussi à l’épicycloïde inté- 
“å, 1,9, par — a, — n, —4. 






nombre positif ou négatif nřest rationnel. Il convient 


de remarquer le cas de n El, qui est celui de l'épi- 
° 2 

cycloïde intérieure rectiligne; la deuxième équation (1) 
devient y = o, et la courbe se réduit à un diamètre du 
cercle fixe. 


I , 2 . 
Dans le cas de n = — 7 les équations (1) deviennent 


en changeant a en — a, 9 en — 0. 


æ 9 39 9 
— = 3cos 4 + cos —* = 4 cos =; 
4 á 4 


a . 4 

F . 9 . 39 : 4 
— = 3 sin + — sin —- = 4 sin° $ 
“a A leur | 


J 9 1° . . aj . 
d’où, par l'élimination de +, et en remettant r au lieu 
I. 23 


+ 


+ 





= t 
H 
~- K a rx * s 
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de 4a, | ` > R. ~i 
TE E ; 
In Tuty = p | 
. Dans le cas dè n=1,0na ©‘, Š 
r * & Y . : d 
p” Hs A 0029; + ner ini LE 
à on 2 - «+ 
; z—a* É e be j 
è 7 — — — = — . 
a cosę {1 hi r sin ọ (1 i cosæ) : 
CLR : À 
7 3 r a 
Si l’on désigne bar? et o deux pu polaires, telles 
ges PAn RE 


‘se terminent sur le cercle fi¥e sont des points de rebroussez: 


se su 


lef formulės précédentes dé ner 


Test a -= p coso, $= psinw, 





tango — taf a 
et : + 
p—=#a (1 — cosw) 
En général lépicycloïde, i 
branches égales entre elles, et les points où ces branches 


ment. Le nombre des branches devient limité quan le 


rapport n est un nombrė rationnel. Er 
b e ! 
"239. TANGENTE ET NORMALE A L ’éricycLOÏDE* =? lta | 
différentiation des équations (1) donne | 


= (n +1) [sin (2 +1)? — sinng]dy =2(n +1)sin Ë cos(n9 +1) dy | 


(a +1) [cos g — cos (n + 1)] de = 2(n+1)sin sin (n +!) de, 
d'où. 

i d 
(3) | Z = tang (a+ £). 


Cette formule montre que la tangente au point M de 
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l'épicycloïde est la droite MT qui joint le point:M au 
point T diamétralement opposé à P, dans. le cercle ‘A. 


Effectivement l'angle que fait cette ligne MT avec l'axe , 
des x est égal à la somme des ängles AO x, OTM, somme 


qui est toujours égale à nọ + 2 en négligeant les mul- 


tiples de la demi-circonférence. 11 résulte de là que la 
fiormale au point M de l’épicycloïde est la droite MP qui 
“joint le point M au point de contact actuel des deux cir- 


conférences O et A. i 
++ -s 


240. RECTIFICATION DE L ÉrRfcYcLOoïDE. — Si l’on ajoute 
les équations (2), après les avoir élevées au carré, et 
qu’on extraie ensuite la racine carrée de l'équation ob- ` 
tenue, il viendra 


(4) f Z =a (n + 1)sin È dg; 


et, par conséquent, 


RS ? 
== Á (n +1) cos > + const. 


Supposons que H soit l’origine de l'arc s, on aura 
simultanément s—0 et ọ =o ; la constante est donc 
. L 
— 4 (n+1),et l’on a à 


L=4(n +1) (: cs?) —=8(# +1)sin à 


Rour avoir la longueur de l'arc S qui forme l’une des 
branches de la courbe, il faudra faire 9 = 2%, ét Fon 


aura fe S 
(5) | S—8(r+1)a. 


=I 


241. Quavrarure DE L'ÉPicycoïpe. — Les formules (+) 
«et (2) donnent 


du, dy — ydr 
2 RSR Aa A PA 


23. 


- a? n 


b 
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du = a’{ dọ — cosodo), 


2n 
u étant l'aire comprise entre la courbe, le rayon vec- 
teur OM du point M et l’axe des x. Or dọ — cosg dq est 
la différentielle de ọ — sing; d'ailleurs cette fonction 


s’annule ainsi que u pour 4 = 0, donc on a ; 
(a + i) (27 +1) š 
u= cea a'y — sing). 


Si l’on veut l'aire U comprise entre ‘une branche 
entière de la courbe et les rayons extrêmes, il faudra faire 
g— 27, ce qui donnera 


{n+i(2n+i) 
n 


U= 


TAa. 


Le secteur circulaire compris „entre les mêmes rayons 
A, 


ra so . | è 
extrêmes a pour valeur — ; l'aire comprise entre le cercle: 
n 


sgi ra? 
fixe et la branche de courbe considérée est done U — +- : 
i 


en désignant par U, cette aire, on aura 
i= (2n + 3) ra’; 


¿comme nous admettons pour n des valeurs négatives,“ 

+ cette formule convient au cas de l'épicycloïde intérieure 
comme à celui de l’épicycloïde extérieure ; elle se réduit 
à U, = 37a’, dans le cas de n = o, et on retrouve ainsi 
Je résultat relatif à la cycloïde obtenu précédemment. 


ep + 
242. RAYON DE COURBURE DE L'ÉPICYCLOÏDE. — La for- 
mule (8), motitre que l'angle de contingence ds est égal à 
| n + .) dy, 
a)°% 


ds 


J è Pour valeur, d'après 


À donc le rayon de courbure R — 
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la formule (4), 


(6) a= ÉRED asi LA 
à : . 
et, à cause de 2asin ? = MP (voir la figure du n°237), 
on a 
; R _2n+2 _2r+oa 
(7) MP 2n+1 ra 


Menons par le point T la corde TK parallèle à la hor- 
male. MP , et joignons OK qui rencontre en I cette nor- 
male; on aura, dans le triangle OKT, 


PI _ OP 
KT OT 
d’où, à cause de KT — MP, 
MI _OP+OT 2rH2a, 
MP OT  r+2a 


les signes supérieurs se rapportent ici, comme dans la 
formule (7), à l'épicycloïde extérieure et les inférieurs à 
l'épicycloide intérieure. La comparaison de cette der- 
nière formule et de la formule (7) donne 


R — MI, 


ce qui montre que le point I est le centre de courbure 
relatif au point M. 








243. DéveLorpée DE L'ÉPicycLoïne. — La différen- 
tiation de l’équation (3) donne 
dy 
da? 2n +1 dọ, 
ee dy: 2. dx’ 
dx: 


par conséquent les équations qui déterminent les coor- 


y 
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données x, y, du centre de courbure I, seront 


2 dy 2 dz 
T = z — —— >, = y -+ — — 9 
mam +1 do 2n +1 dọ 


ou, d’après les formules (1) et (2), 











Tı 1 a +1 

== Ąą à n ~ 

ne Er cos ag + cos(n +1) |s 
. M" 1 REL i bi y 

—— = — n m . 

a 2n +1 n ? (a +1) 


+ 


Faisons tourner les axes d’une quantité angulaire égale 
à nq, en élevant- l’axe des x vers la partie positive de 
laxe des y, et désignons par x', et y, les coordonnées du 
centre de courbure relatives aux nouveaux axes, on aura 


r = n Cosnr +ySinnr, y'r = — x Sinnr + y, cosnr, 
>. >» a 
ét, par conséquent, en faisant a, = gyp =T, 
a, neil 
| T5 onpa cos (7 + 1) gs 
(18) T 
z = TT nn sin (7 + 1) 
a n P: Pr 


Ces formules (8) ne diffèrent des formules (1) que par 


` a 
le changement du paramètre a en a, = ---——: donc 
2n +1 


la développée de l'épicycloïde est une épicycloïde sem- 
blable. 


De la Développante du cercle. 


244. Remplaçons dans les équations (1) du n° 238, qui 
appartiennent à l’épicycloïde, a par sa valeur nr, et in- 
troduisons au lieu de ọ, l'angle Y = nọ que forme la ligne 
des centres des deux circonférences avec l'axe des x ; les 








+ 
4 + x 
P] e 
. n x » . -~ Pi 
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équationside l’épicycloïde prendront cette forme i 
Je | 1 > 
A 4 y sin z 
n sin? — sin 
1+ 2nsin L)+4 in Ÿ , 
n 
p y sin ? 
ao o i ~ = cosy | 1 + 27 sin? — } — pcos} —— 
Le pemben] 
n 


Supposons maintenant que le rayon a du cercle géné- 


rateñ devienne infini, n tendra lui-même vers l'infini, le 


! 
sin © 
n 


ÿ 


tendra vers l'unité et 2nsin° an Vers zéro ; 








z = cosŸ + Ņ sin Ÿ, 
Z = sinÿ — ÿcosŸ. 


Ces équations, qu'il est bien aisé de former directe- 
ment, appartiennent à la développante du cercle; celle-ci + 
se compose de deux branches infinies dont le point de 
réunion est un point de rebroussement, et qui se rap- 
portent respectivement aux deux mouvements de sens 
contraires qu’on peut attribuer à la tangente génératrice. 

La propriété de l’épicycloïde d’être semblable à sa dé- 
veloppée n’a plus lieu à la rigueur dans ce cas limite; ce- 

` pendant on doit regarder la développante du cercle et la 
circonférence elle-même comme appartenant à la classe 
des épicycloïdes, et l’une et l’autre courbe répond au 
cas de n = œ . Car si l’on fait rouler un cercle de rayon a 


ta 


v . 
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sur un cercle infiniment petit, le point du cerele mobile” 
qui est; à l’origine, sur la ligne des centres décrira une 
_* courbe infiniment peu différente de la circonférence de: . 
rayon a. piip o 


es REA EN 
À La 
De la Spirale d'Archimède et dë la Virale | à 
i hyperbolique. ` 


245. La spirale d’ Archimède est la courbe représentée 
en coordonnées polaires par l'équation , 
y 

p= ao, 
où a désigne une ligne donnée. 

Pour la construire, il suffit de décrire un cercle dë 
l'origine comme centre avec le rayon a; les arcs de ce 
cercle comptés à partir délaxe fixe seront les longueurs 
des rayons vecteurs de la courbe dont les directions pas- 
sent par leurs extrémités. 





L'inclinaison u de la tangente sur le rayon vecteur, 
la sous-tangente N’ et la sous-normale T’ ont ici pour 
valeurs 


ainsi la sous-normale est constante, ce qui fournit un 
procédé facile pour construire la tangente à la courbe. 


_ ep ee ii M D _ „x g p 
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Le rayon de courbure est, en introduisant la nor- 
male N = V +N”, 

_(p+a) a = N° ue 

pHa Na 


3 





R 


et, si l’on désigne par a’ la projection de la sous-nor- 
{hale a sur la normale N, on aura 
N? 
R pams T E 
N +a 
. 
expression qu'il est facile de construire. 


246. On nomme spirale hyperbolique la courbe re- 
présentée en coordonnées polaires par l'équation 
po—a, 
où a est une ligne donnée. Pour a =o, p est infini; il 
décroît quand w augmente et s’annule pour ù = œ . La 
courbe fait ainsi une infinité de révolutions autour de 


s “ 


LU 
er 
o 


l'origine O sans jamais atteindre ce point qui est un 
point asymptote. L'ordonnée MP = psinw de la courbe 


a pour valeur 


sin w 
pano = a 





? 


et elle se réduit à a pour w= 0; il en résulte que la 
courbe à pour asymptote la parallèle à l'axe menée à une 
distance a de cet axe. f 

Les quantités tangu, T’, N’ ont ici pour valeurs 


? 
tang =— = —o, T =— a, v=- £; 


Fun 
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la sous-tangente étant constante, il en résulte une con- 
struction facile de la tangente à la courbe. 

La constfäiétion du rayon de courbure n’a elle-même 
fi ; mais elle n'offre pas assez d'intérêt 
e lous nous arrêtions à la développer. ` 






pour 
f la Spirale logarithmique. A 

247. La spirale logarithmique est la courbe repré- 
sentée en coordonnées polaires par l'équation 


(1) p= ae”; ` 


où a désigne une ligne donnée, m un nombre donné. 

Il faut remarquer que cette équation représente la 
même courbe, quelle que soit la ligne donnée a; car si 
l'on fait tourner l'axe fixe à partir duquel on compte 
l'angle w d’une quantité quelconque #, pour avoir l'équa- 
tion de la courbe rapportée à ce nouvel axe, on devra 
remplacer w par w+a, ce qui donnera, en posant 
a'=ac"*, i LE a # 


p=a'e"®. KE 7 
i 
€ 7S 


On pourrait, d’après cela, supposer a = 1, mais nous 
conserverons l'équation (1), pour l’homogénéité des for- 
mules. 

L'équation (1) donne p = a = OA pour w = o, et si 
l’on fait croître w de o à +œ, p prendra des valeurs 
correspondantes indéfiniment croissantes. Au contraire, 





p décroitra de a à o, si l’on donne à w des valeurs néga- 
tives décroissantes de o à — œ . Ainsi la courbe fait, dans 


mn Team a a a D a do _ ce dE EP- 


CHAPITRE VIII. 363 
l’un et l’autre sens, une infinité de révolutions autour du 
pôle, à partir du point A. 

La différentiation de l'équation (1) donne 


(2) de mae”, ou zp. 


do do te 


Par suite, l’inclinaison de la tangente sur le rayon vec- 
teur, la sous-tangente T” et la sous-normale N’ auront 
pour valeurs 


(3) tangy = =, r=; N’ =pmp. 


m 


l.a première de ces formules (3) exprime que : 


Dans la spirale logarithmique, la tangente fait un 
angle constant avec'le rayon vecteur. 


La différentielle de l’aire d’un secteur de la courbe est 


I 1 
du = — p dwe = — pd 
Fat ant dl? 


pdp est la différentielle de E; on a donc 


p’ 
u = -— + const. 


4m 


Si l’on veut que l’aire u s’annule en même temps que w, 
a? 
la constante sera —-—; et on aura 





4m 
ES p— a? 
u= 2 
La différentielle ds de l'arc de la courbe est 
m ne ———— méme 2 
(4) ds = ydp + p d= Vm +1 pdo = aymi e” do = LES TES 


m 
a d’où 


s= 





Vm +1 
— p + const. ; 
m 


as 
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si l’on compte l'arc s à partir du point A, pour lequel pest 
égal à a, on aura | 


[m +1 
ER ASA, ET 


m 


L'angle de contingence qui est en général dp + dw se 


a #0 à ds 
réduit ici à dw; le rayon de courbure R est donc =, et 
12] 


d’après les formules (2) et (4), on a 
(5) R= Vm +1 p- 
Or cette expression est celle de la longueur N =y p +N" 
de la normale; donc le centre de courbure mest autre 
que l'extrémité K de la sous-normale. 

Il est bien facile, d’après cela, d’avoir l'équation de la 
développée de la spirale logarithmique. En effet, les coor- 
données o,, w, du centre de courbure K sont 


Fr 
= N'= mpo = ma d”, w—-+0, 
P P , 3 


ce qui donne, par l'élimination de w, 


m 
mo, —m-— 
2 


(6) p= mae 
Donc la spirale logarithmique a pour développée une 


deuxième spirale logarithmique qui lui est égale et qui a 
le même pôle. 


248. Ainsi que nous l'avons dit plus haut, on peut ra- 
mener l'équation (6) à la forme(1) en faisant tourner l’axe 
autour du pôle d’une quantité convenable + ; comme on 
est libre d'ajouter à æ ou d'en retrancher un nombre 
entier de circonférences sans que la nouvelle direction de 
l'axe soit changée, j'écrirai « + 217 au lieu de q, à étant 
un entier indéterminé, «œ un angle compris entre o et 2. 
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Je remplacerai donc dans l'équation (6) ù, parw+a+oin, 
et en mème temps j'écrirai p au lieu dæp, ; alors l’équa- 
tion de la développée sera | 


. 7 
m (arir5)+ m & 
p = mae 2 , 


et elle se réduira à 
me, 


p=ae ; 
x 


ği l’on détermine x par la condition 


. m 
m(a+ain—?) 
-p me 2 = 1; 


ou 
(7) e=- (ii), 


la caractéristique log dénotant un logarithme népérien. 
Si le nombre m est tel que l’on ait 


(8) log m 





Pr 
m =A 


l'équation (7) donnera 





z= 0, 
et, dans ce cas, la spirale logarithmique (1) sera, à elle- 
; ; ; . logm 
même, sa propre développée. La fonction “87, dont la 
m 


— logn 


Pe 1 n ; i | 
dérivée est à > croit de—c à + -; quand on fait 
n € 


a ` , . . I 
croître m de o à +e; elle décroit ensuite de — à o quand m 
r € 


augmente de +e à +  ; il en résulte que si le nombre 
entjer à est positif, il y aura une valeur de m propre à vé- 
rifier l'équation (8); donc ilexiste une infinité de’spirales 
logarithmiques qui ont cette propriété remarquable de 
coïncider avec leur développée. 
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Applications de la théorie des enveloppes. 


249. Nous terminerons ce chapitre en présentant deux 
exemples de la méthode exposée au n° 207, pour trouver 
les courbes enveloppes. 


Pnrosième I. — Les variables x, et y, étant liées 
entre elles par la relation 


ù EE 


où-a et b sont des constantes données, on dèmande de 
trouver l'enveloppe des courbes représentées par légua- 
tion 


mn (= 


x; et y, étant des fonctions d’un même paramètre va- 
riable, il faut d’abord former la différentielle de l’équa- 
tion (2), par rapport à ce paramètre; on a ainsi 


z \" dz, Ma dy 
(z) Tı + a KK e | 
z 


mais comme x, et y, sont liée as 4 ation „Oona 
F: A qoel 


aussi, en différentiant cette é ition, py 
EYE fr Ji BD e 
a Ti f b EE 


Fi TOON d . 
l'élimination de A entre les deux équations précédentes 
' 


donne 


n Wa | 


(3) 





+? 


+ 


aa 
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Gette équation (3) est celle qui résulte de la différentia- 
tionde l'équation (2), par rapport au paramètre variable. 
Orf ei vertù des équations (1) et (2), la somme des 
 muiéraiurs des membres de la formule (3) est égale à 1, 
etja méme chôse a lieu à l’ égard des dénomivateurs; par 


ae 
égalé à l'unité; on a donc 


\- A pp A VON CAN AE D 
ur. (JE) GC) 
fL'élimination de x, et y, entre les équations (1) et (4) se 


fait immédiatement; on obtient pour l’équation de l’en- 
veloppe demandée 


5e conséquent chaque membre de cette formule (3) doit être 
É 
a 
kd 


mn nn 


ayra ppan 
g’ ' (3) + (3) js 


Il faut remarquer le cas où l'on a b—a, m =2, 
n—1; si les coordonnées sont rectangulaires, l’enve- 
loppée est une droite dont la partie comprise entre les 
axes a une longueur constante 24; l'enveloppe représentée 
par l'équation 


? ? 2 
æ yi = a 


LA 
est une épicycloïde, comme on l’a vu-au n° 238. 


250. Prosrème II. — Des rayons parallèles viennent 
rencontrer la circonférence d’un cercle et se réfléchis- 
sent en faisant avec la normale un angle de réflexion 
égal à langle- d'incidence; on demande de trouver 
l'enveloppe des rayons réfléchis. a 


L’enveloppe demandée est ce que l’on nomme une 
caustique par réflexion. Prenons pour axes coordonnés 
deux diamètres rectangulaires dont l’un, celui des x, soit 
parallèle aux rayons incidents. Soient a cosy, asing les 
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coordonnées du point de la circonférence où tombe un 
rayon incident, la direction du rayon réfléchi fera avec 
l'axe des x l'angle 29, et l'équation de ce rayòñ sera 


(y — a sing) = tang 2¢ (£ — u coso) 
ou 
y cos 2 ọ — v sin 2ọ + asing = 0. 


Il reste à éliminer ọ entre cette équation et la suivante : 
+ a 
y Sin2g + x cos2ọ — + COS g = 0, 


qu'on en déduit par la différentiation relative à 4. En ré- 
solvant ces deux équations par rapport à x et y, il vient 


r= Ž (3 cosy — cos 3ọ), 


4 


y = $ (3 sin ọ — sin 3 ç). 


4 


En se reportant aux formules du n° 238, on reconnait 
que la caustique représentée par ces équations n'est 
autre chose qu'une épicycloïde extérieure engendrée par 


I 
un cercle d'un rayon égal à + a, roulant sur un cercle de 


4 L] 


1 : , 
rayon = a concentrique au cerele donné. 








: . a 
b . 
L 
. ? - d i 
s4 de | CHAPITRE IX. + È Bog 
E E Ea a ch RE A 
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j kno S E S 
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3 THÉORIE DES COURBES GAUCHES ÊT DES SURFACES ’ 4 
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w Pap U e PESES. | ` 
2, EA i Doit à AE j^ 


r 


2 De la tanbente et du LS normai ldu ba ; 
Yie leonta Atia t 


- 


251. On nomme courbe E ee dont {ous 

#le$ points ne sont pas situés. dansun même plan. $, 

Pe Us Considérons une € sr ou gauche rapportée à* 

4 troiga sde men. lignes Ox, Oy, Oz. Soient *‘ 
x, HA gsc lonnées dùn point M de cette courbe, - 

RENN r les coordonnées d’un autre 

þe; les équations de là sé- 













` ; 
Données y et z peuvent être. regardées comme 


des fonctions données de x; alors, si lepoint M’ se rap- 


Ar Az 
roche- i 4 3 ta E os 
p oche indéfiniment du point M, le s, rappor S Aa , 


eai .. dy dz > 
tendront vers les limites respectives —, —; et les précé- 
dx dx 


dentes équations deviendront à la limite 


- (1) Tr x-a), Ze Ferre ` 
Telles sont les équations de la tangente à la ET au 
point M on peut les comprendre dans une formule 


L | 24 


ges 


savoir 









Dans ” cas Mi coor nées rect ulaires, les cosinus 















































È des ângles que forme, avec les tións positives des ! 
, Pune owPautre dés deux d s de la tangente, $ 
peopesas aux différenti dx, dy, dz. 
nomme plan normal d'u urbe celui iest 5 
À bint de contact" Foug 
ans : plan normal, est dite ` 
marg > nous dde 
ml sera, dans le cas 2° 
Bj (X — x) dr HA ad 
te: u 
‘ 
"252. Si les coordonnées +, ? 
tion d'une varñable ee ; 
ait f XÆ. Y 
(4) r = Y 1 
s è ar 
ow aura, sla différentiation, nes . | 
=w Mn da= edi d 
eus lön p urs dans les équations de] 
fiie edu 1, celles-ci deviendront 
nd a _Y— yi) et, 
F ww) , 
ol (Q [Y — +0) ei —0. | 
rbe est définie par deux équations i +! 
b 
SR. 352 0, Fri, Ka 
s coordonnées æ, y, z, on dilrentiera” équa- 
t l'on caletère deux daš différentielles dé} dy, dz ` 
A 
b 
7 Digitized by Google 
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ge tion de la troisième ;/enfin on subsitue ra ces ya- 
‘Mleurs dans les équations (2) et (3). La Sri des 

équations (6) donne , 


Fo 
df 
\ 4 dr + —- 2} r Ve À Len 





| dx dy 
(7) ee. dE Ci: Ai 
"e Ja A + dy I T H 0, * 


et audliettd" opérer, ebmme noës! venons de le dire, pour 
i avoir les équations de la tangen!é; Ce évident qu' on ar- 
rivera au même PEAR en ti ‘équations (2) les 
valeurs de dy*et de dz, portant dans les équa- 
tions (7)«'Celles- ci song Me nes par rapport à dx, 
dy, dz,et ces diff téntielles sont proportionnelles à X—x, 






# ,Y— ds Z—z, d! fès la formule (2); le résultat de notre 
Laééliminarion sera donc 
d 
(ankan a-a Le, 
dr dz 
(8) : 


dF , dF | de, 
| Een nE Be :)— = 0 


Chacune des équations (8) représente un ‘plan, et leur 
* - Système appartient à une droite déterminée, à moins 


+ ee + : š 
que les dérivées partielles ne cessent d'avoir destvaleurs 
déterminées, ou qu’elles ne soient liées entre elles par les 
relations 
dF dF dF 
w. + dr dy dz te 
(9) $ — Z e n — 
+ an df df df 
“1 d. dy dz 
e Rs Lorsque les coordodes x, y, z du point M satisfont 
ÿ aux équations (9); le uations (7) ne déterminent plus 
les rapports de deux différentielles dx, dy, dz à la 
troisième, et l’on est en présence d'un point singulier 


24. 


k 





a 
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Nous nous bornons à cette simple indication que nous ne 
pourrions développer sans sortir des limites que nous 
nous sommes fixées. P R z | 

Il faut remarquer que: l’une des deux équations de 
Ja courbe intervient seule dans la formation de l’une ou 
de l’autre des équations (8) de la tangente; par conséquent 


le plan que représente cette équation dépend uniquement 


de la surface représentée par celle ‘des équations de la. 


courbe qui lui correspond ; on va voir, dans ce qui suit,, 
le développement de cette remarque. se 


(d 
Du plan tangent et de la’ normale à une surface 
courbe." 


253. Considérons une surface rapportée à trois axes 
de coordonnées rectilignes Ox, O y, Oz et ee 
par l'équation 


{1} Sry, 23) =0; 


désignons par x, y,.z les coordonnées del un quelconque +> 


de ses points M. 

Traçons sir la surface une ligne quelconque qui passe 
. par le point M; cette ligne peut ètre regardée comme l'in- 
tersection de ka surface donnée et d'une autre surface. 
Soit 
(2) F (x, y, 2) =0 z 


l'équation de cette deuxième surface; la tangente au 
point Mde la courbe que nous avons tracée sera (n°252) 
réprésenlée par les deux équatior 

PRE P équationg 


4 l, 
(3) (xa + y) Z æ: H y; 
FF °° dy i dz 
IF IF F 
t) 'X—z}— (Y Et = + 
p az 


N 
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Il résulte de là que le plan représenté par l'équation (3) 
contient toutes les tangentes menées par le point M aux 
diverses courbes que l’on peut tracer, par ce point, sur la 
surface donnée ; il est dit le plan tangent de cette surface 
au point M. l 

La précédente conclusion suppose que les rapports de 
deux des dérivées partielles 


à la troisième aient, au point M, des valeurs déterminées. 
Si le contraire a lieu, le point M est un point singulier 
de la surface ; tel est, par exemple, le cas du sommet, 
dans les surfaces coniques. 

On nomme normale en un point d’une surface la per- 
pendiculaire menée au plan tangent, par le point de con- 
tact. Tout plan mené par la normale est dit un plan 
normal. L'équation (3) étant celle du plan tangent, au 
point M de la surface (r), si les axes sont rectangulaires, 
les équations de la normale seront comprises dans la for- 
mule 


(5) LE = = 


254. Si l’on prend x et y pour variables indépen- 
dantes, et qu'on représente par 


(6) dz = pdx + 4 dy 


la différentielle totale de z, on aura, par la différentiation 
de l'équation (1), 


S Eo L 


ditoe k am a 


et en introduisant les quantités p, q, l'équation du plan 
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‘ tangent-deviendra 


(5) Z—z=p(X— x) + q(Xy— y; 


4 


Les équations de la normile seront, en mème temps, dans 
t hypothèse des axes rectangulaires, 


(8) (X—r)+p(Z—:)=o, (Y—7y)+g(Z— :)=0. 


' 255. Si l’on demande de menet à la surface représentée 
par l'équation (1) un plan tangent passant; par un point 
donné dont les coordonnées soient Lo o Zo, il suffira de 
trouver le point de contact; les coordonnées de ce point 


satisfont aux équations 1e a à 
# pe Sir 7,2) = 0, $ ė 
d A $ 
' IF i, t 
(9) PERT E AEE RS T PRE KAE 
dx dy dz 


pa celles-ci déterminent, $ur la E donnée, une ligne 
` qui éstle lieu du point demandé, Si l’on joint le point 

3 doÿné au point de contact de la surface et de l’un des 
: plans tangents, on aura une droite dont les équations 
seront 





(10) H = nn 2 


l'élimination de x, y, z entre ces équations et les deux 
précédentes donnera l'équation d'une surface conique qui 
aura évidemment le même plan tangent que la surface 
donnée, en chacun des points de la courbe représentée 
par les équations (9); cette surface conique sera donc 
circonscrite à la surface donnée. Pour justifier notre as- 
sertion, il suffit de remarquer que le plan tangent à la 
surface et le plan tangent au cône contiennent l’un et 
l’autre la tangente de la courbe représentée par les équa- 
tions (9) et la droite représentée par les équations (10): 
il en résulte que les deux plans tangents coïncident. 


h$ 





s . R.: 4 5 s | ke: 
PL 4, A 
A s 

À É Aka , PE CI 
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"Lorsque le point (1%, yo, Zo) se io sur la droite. 
a 


A. 


Sy To Us Jo = bzs 

. ri $ Fy A 

A et qu il s'éloigne à l'infini, la deuxième équation (9) de- 
ee vient à laJimile 


df A df 


S LR sure n 


; 

en la joignant à l'équation (1), on aura les équations de 

. ? la courbe, lieu des points de contact de la surface donnée 

avec le cylindre circonscrit dont les génératrices sont 
parlées à à la droite rep par les équations 







Ja génératrice du cylindre a Pagg gations 
(ra) X—zxz=aiZ—3), ŸY—y—=b(2—:), 


et l’on obtiendra l'équation de ce cylirdreen éliminant x, 
Y, z entre les équations (1), (11) et (12). 


Emploi des coordonnées homogènes. 


256. Si l’on désigne les coordonnées rectilignes d'un , 


point par les rapports  : 


# y zZ » 
ar = | rs. 
u u u 

toute équation 

(1) Sl Frat) =0, 


. dont le premier membre est une fonction homogène de x, 
J, 2, u, pourra être regardée comme celle d'une surface. 
Comme f est le produit d'une puissance de u par une 

& M F 3., . psp 
fonction de =; =; - » il est évident que ses dérivées par- 
1 à (2 


< 


* 


p. 
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tielles par rapport à ces coordonnées sgnt 


af af A, 
TE? “a fon 


{ 
E 
on a par conséquent l'équation suivanté pour ‘Je plan 
tangent : 


X x\df [Y y\df [Z z\df [U df 
GG GE (= 


df i . e 
car le terme en du que nous ajoutons est identiquement 


nul. Or, par la propriété des fonctions homogènes, léqua- 
tion (1) peut se mettre sous la forme 


l l d, l 
PLAIT E AA 


da Igy as Y“ da 


l'équation du plan tangent se réduit donc à 


df df Af df 


Et de même, si l’on considère la courbe représentée par 
les deux équations homogènes 


f(E, Y, 3 u) =0, F(7, y, z3, 4) =0, 


` 


les équations de la tangente à cette courbe seront 


df df df df 
XL +YT +27 US 
& T DR 0h ne 
dF dF dF dF 
On voit que si l'équation (1) est algébrique et Au 
degré m, l'équation (2) ne sera que du degré m — 1, par 
rapport aux coordonnées du point de contact. La dé- 
monstration de cette propriété exige une transformation 


quand on emploie les coordonnées ordinaires. i 
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Différentielle de la longueur d'un arc de courbe 


quelconque. 


257. Nous procéderons ici, à l'égard! 
gauches, comme nous l'avons fait au n°. 
oécupant de l'arc des courbes planes, -4 


Soit CD un arc d’une courbe quelconque que | 








las rap- 


porterons à trois axes rectangulaires O x, Oÿ, Oz. 


Inscrivons dans larc CD une ligne polygonale 
CEFMM' D d’un nombre n de côtés ; désignons par P le 
périmètre de cette ligne polygonale; par x, y, z les coor- 
données d’un sommet quelconque M, par x+ âx, 
y + Ay, z + âz les coordonnées du sommet suivant M’. 


On aura: 


j = m y ģA Ay? 
MM =VAr + Ay + Aat Ag 1+ — + 


Ar 
et, comme les rapports 


A Ar Az 
Ar Ar 
tendent vers les limites respectives 


dr, dz 
` dr dx 


, 


quand Ax tend vers zéro, on peut écrire 


” d" dà 
nw =ae(y/1+ Tres) 


+ 


åz? 


am 


à m 

378 CALCUL pirrénentie. f’; 

e désignant une quantité qui s'évanouit lavec. 4x ; on a 
donc, en faisant la somme de tous les côtés tels que MM’, 


se/ Te HSE + car. De 







imtenant que le nombre z des côtés de 
ygonale augmente indéfiniment et que 


chacun des tôtéside cette ligne tende vers zéro. Comme la 
somme A Ax a une valeur finie qui est la différence GH 


des abscisses x des extrémités de l'arc CD, on ayra 


(n° 9) 
(2) lim Ÿ 4x — 0. 
Ensuite, x étant prise pour variable indépendante, 


construisons la courbe dont l’ordonnée Y et déterminées 
eh fonction de x par pt où a 


3 dz hal 
+ ip =y +7 
tI a 


et considérons l’arc cmd de cette courbe, dont les extré- 
mités ©, d répondent aux abscisses Og, O À respectivement 


CRE nv 


N$ 


` 


égales aux abscisses OG, OH des extrémités de l'arc CD. 
Si l’on désigne par S l'aire cghd comprise entre l’arc cd, 
les;ordonnées des extrémités et l’axe Ox, on aura (n° 188), 


(3) s= im J Ya — lim D 1+ + re Azi 


+ 
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par conséquent la formule (1) donnera, à cause des for- 
mules (2) et (3), 


(4) limP =S. 


Ainsi, le périmètre d'une ligne polygonale inscrite 
dans un arc de courbe donnée tend vers une limite déter- 
minée lorsque tous les côtés tendent vers zéro, et cetle 
limite est indépendante de la loi suivant laquelle dé- 

à croissent les»côtés du polygone: 


Comme dans le cas des courbes planes, la limite S dont 
nous venons d'établir l'existence sera dite la longueur de 
l'arc CD. 

Désignons par s l'arc compris entre l'extrémité fixe C 
de l'arc CD et le point M variable sur cet arc; soit aussi Y 
l’ordonnée du point m de la courbe cd dont l’abscisse 
op = x est égale à celle du point M. D’après ce que nous 
venons de démontrer, larc s est égal à l'aire cgpm; or 


dy? z? 


cette aire a pour différenyelle Y 4x ouq/ 1+--+-—4r, 
d? ` dz 

donc on a 

j d “dz 

ds — 1 LL -H £ - dr, 
dr? dr 

ou 
(5) ds = ydr? + dy: + dz. 


258. Il résulte de cette formule que la limite du rap- 
port d'un arc de courbe infiniment petit à sa corde est 
égale à l'unité, proposition déjà établie au n° 189 dans 
le cas des courbes planes. 

Car, soit c la corde d’un arc infiniment petit MM’; si 
l’on désigne par s un arc de la courbe, terminé en Met 
compté à partir d’une origine arbitraire, on pourra repré- 
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senter. MM! par As; alors on aura n 
As Ar 


e yop a y? a? 
Dh —— + — 
Ar? Art 


. às dx ds 
lim — = == == -=L 
c V dy d Vdx'+ dy? + dz? 
1+ —+ 





et, par suite, 











dr? dr’ 


Cette propriété permet, comme dans le cas des courbes 
planes, de trouver facilement l'expression de la diffé- 
rentielle d'un arc de courbe, quand on emploie, au lieu 

edes coordonnées rectangulaires, des variables quelcon- 
ques., Par exemple, si l'on adopte des coordonnées obli- 
quešset que a, 6, y désignent les angles formés par les 
axes Oy et Oz, Oz et Ox, Ox et Oy, pour avoir la dif- 


férentielle d'un arc s de courbe, on écrira : 








A åy’ az? ày âz âz ày 
= lim 1+ — + — +2 — — cosa + 2 — cosh + 2 — cosy 
Ar’ A x° Az Az Az ar 








ou 

ds ~ dy La dy dz pes Hs dz og dy 

dr + dè dæ dx dx K dx sh dx cs 
et ’ 





ds — \dx + dy? + d? + 2 dy dzcose + 2 dz dx cos6 + 2 dr dy cosy. 


259. Dans le système des coordonnées polaires, chaque 
point de l’espace est déterminé par un rayon vecteur n 
et par deux angles 8, ÿ; langle 8, compris entre zéro 
et 180 degrés, est celui que forme la direction du rayon r 


È 
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avec un axe fixe O z; l'angl fvarier de zéro à 36o de- 
grés; il est situé dans upi perpendiculaire à Oz, 
et il est compris entre uné droite fixe O x située dans le 
plan xy et la projection du rayon r sur le plan xOy. Si 
lon désigne par x, y, z trois coordonnées rectangulaires 
associées aux coordonnées polaires et relatives aux axes 
Or, Oy, Oz, on aura 


r —rsinb cosh, `y = rsinĝsint, == rcosh, 
z. ` 
d'où 
dx — dr sip 9 cos + rcos6 cos 4/0 — r sin 9 sin Yey, 
dy 


<- 


= dr sind siny + r cos 0 sinp 9 + r sint cos$ dyp, 


dz == dreosh — r sinb 49; 
3 


. “ è, 
élevant au carré, ajoutant ensuite et extrayant la racine 
carrée du résultat, il viendra 


ds —Vdr' + r’ d0 +r? sin°6 dy, 


Ilest facile d'obtenir directement la formule précédente. 
Effectivement, dans le système des coordonnées polaires 
les points de l’espaeeéont déterminés par l'intersection de 
trois familles desurfaces qni sont : 1° des sphères concen- 

#triques dont r désigne généralement le rayon ; 2° des cônés 
de révolutiomautourdePaxe Oz et dont langle générateur 
est 9; 3° desplans. passant par l’axe Oz et dont à désigne 
l'inclinaison sur letplan fixe z2Ox. Cela posé, consi- 
dérons le parallélipipède curviligne dont deux sommets 
opposés coïncident avec les extrémités de l'arc As d’une 
courbe donnée et qui est déterminé par les sphères de 
rayons r, r + Âr, par les cônes dont les angles sont 8, 
8 + A8, enfin par les plans qui répondent aux angles y, 


ÿ + Aq. La base de ce parallélipipède sur la sphère de | 


rayon r est un rectangle formé par quatre arcs de cercle; 
deux côtés opposés sont égaux à r AB et les deux autres côtés 
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sont rsin6 A, rsin (9% | M l'arc As se pro- 
jette sur la sphère suiÿ gonale y du rectangle. 
Les trois arcs de cercle mi Dyr sins AY, y ne diffèrent 
respectivement de leurs cordes que par des quantités infi- 


niment petites par rapport à eux-mêmes ; d’ailleurs les 


deux premières de ces cordes font entre elles un angle qui 
diffère infiniment peu d’un angle droit; donc ona , 


y = 746 + r'sin0A%?, 


en négligeant un infiniment petit relativement à 7’; 
pareillement As et y diffèrent de leurs cordes par des 


= 
` “quantités fnfiniment petites relativement à ces arcs, el 


l'angle frmé par Ar avec la corde de y diffère infiniment 


LU 2 
Ù pe un angle droit; on a donc 


Bs—Aar+";, 


en négligeant un infiniment petit par rapport à As°. Les 
deux formules précédentes donnent 


as = ar? 3 > $ A 
PTT MEET T T dies ipt 


€ étant un infiniment petit; en passant à la limite, on a 


d dr? bramo dy? ro 
— = — r° ——— r 
. do de des “+” 
ou 
ds = dr? + r° sin’) dẹ’ + r? d6!, 
comme nous l'avons trouvé plus haut. 


Expressions des cosinus des angles que fait la tangente 
d'une courbe avec les directions de trois axes rectan- 
gulaires. 


260. Si x, y, z désignent les coordonnées rectangulaires 
‘d’un point M d'une courbe quelconque, les cosinus des 
angles æ, 6, y que‘forme, avec les directions positives des 
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axes, l’une ou l'autre des directions de Ja tangente, sont 
proportionnels (n° 254 ) aux différentielles 


dr, dy, dz. 


` ' P $ 
Or, si l’on désigne par s l'arc de la courbe compris entre 
une oxigine fixe arbitraire et le point M, la somme des 
carrés des trois différentielles dont nous venons de parler 
sera égale à ds°, la relation 





č gosa E2 cosé Š cosy 
dx dy dz 
donnera donc 
APEN dx ' P dy dz 
G). cosa = y>» cosê= z> Cosy = zp’ 
ou . 
(2) dz = ds cosa, dy —dscosé, «dz = ds cosy. 


Dans ces formules ds représente le radical 


i ydr + dy? + dz 

et son signe est indéterminé. Si l’on prend successive- 
ment le signe + et le signe —, on aura deux systèmes de 
formules qui se rapporteront respectivement aux deux 


directions opposées de la tangente. ° 
4 


Du rayon de courbure en un point d'une courbe 


quelconque. 


261. Soit AM un arc d’une courbe quelconque; sup- 
posons que cet arc soit parcouru par un mobile partant 
de A ét se dirigeant vers M; prenons alors pour direction 
de la tangente en chaque point la limite vers laquelle 

# tend la direction de la droite partant de ce point et abou- 
tissant à un point suivant infiniment voisin. Décrivons 
une sphère dont le rayon soit égal à l'unité de longueur 


y> 
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et dont le centre soit en un point quelconque O; tirons * 
enfin des rayons parallèles aux directions des tangentes 
menées par les divers points de larc AM. h des 
extrémités de ces rayons sera une courbesph é 
longueur de l'arc au = o de cette courbe, q 







CS y 


Si Fextrémité A de l'arc AM est fixe et que l'extré- 

mité M soit mobile, s et a seront des variables; la diffé- , 
« rentielle do de la courbure est ce qu'on nomme l'angle 
de contingence de la courbe donnée au point M. 

Dans le cas où la courbe AM est plane, au est l'arc de 
grand cercle qui mesure l'angle des tangentes aux extré- 
mités de larc AM. Les définitions précédentes s’accor- 
dent donc avec celles que nous avons données dans le 
Chapitre VII en traitant des courbes planes. 

Si l'on donne à l'arc s laccroissement infiniment petit 
As= MM’, la courbure g prendra l'accroissement corres- 
pondant Ac = pu’. Soit i l'angle formé par les directions 
des tangentes MT, M'T’ menées aux extrémités de l'arc 
MM’; cet angle č sera égal à pOu'ou à l'arc de grand 
cercle uu’; par conséquent on aura 








i re de cercle pu’ arcdecercleuu’ corde zu" 
— = — = — n= 0 Save PR aA 
Ac arc de courbe pp corde pu arc de courbe uu 
IA 
d’où 
lim — = 1. 





+? | CHAPITRE 1x. e "a 
Doné 4 La. lite du rapport de l'angle, formé par les. y 
tangëntes aux'extrémités d'un arc infiniment pêtit, à la: A 
courbure de cel arc a pour limite l'unité. 

Comme dans le cas des courbes planes, nous nong- 
rons courbure moyenne id” un arc de courbe le rappoi g: 
de la courbure ab à la longueur de l'are. Pareille- 







: a  * ment, la courbure d'u courbe en un point M sera e 

„čore la Jimite de la courbure moyenne d'ur 

nt petit ayary l’une de ses extrémités a 

on de courbure s : : 

e est égale à la: ibure d 

I, et ce cercle lui-même ŝi 
g 










© 
d 







donnée au 


si r on de courbure, on aura 
ë % Be A Ad 
‘£omme dans le cas des aniis planes. Ce différen- 
-telles 4, da seront toujours de même signe. ~ 


262. La courbe AM étant rapportée à js axes de 
coordonnées rectangulaires, plaçons à l'origine de des 
















coordonnées le centre de la sphère dont nous avons fåi 
‘4 usage. par x, y, 2 les coordonnées du point 
k- et par a angles que fait, avec les directions 


direction MT de la tangente en 
oint p de la courbe sphérique sero: 


:# tives des 
> coord 


cosx, cos, cosy; 


5% 


par conséquent la différentielle do de l'arc o = au aura 
I. 25 


PL 


Va dei 24% 


na! la cour- $ 


De 
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pour valeur 
(1) di = (dcosa} + (d cos6\! + (d cosy}. 
On peut obtenir d’autres expressions de do qu'il est 
utile de connaître. A cet effet différentions l'expression 
L 


cosa = -- dr, 
ds 


sans fixer la variable indépendante; on aura . 


is 
dcosa — Lire “dr, 
ds ds? 


a 


d'où, en élevant au carré, 
I (ds? 


2s 
(dcosa)} =~- (d?r) — 2 = dr dix + — dr’; 
ds’ ds° eds‘ 


si l’on remplace dans cette formule x par y, puis par`z, 
on obtiendra les expressions de (dcos6}* et (dcosy)*; on 
aura donc pour la somme do’ deces trois carrés la valeur 
suivante : 


(dx) + (d'y? + (d?z}°] 


2 


d? s 
— 2 En (dx d’.r + dy d'y + dzd’z) 
ds ` a 


{ds} 

. - (de + dy? + dz). 

ds ` g | 

Or l’équation 
E da? + dy? + dz? — ds’ 


donne par la différentiation 
dzd'x + dydy + dzd?z = dsd’s, 


et, après la substitution de ces valeurs, dans l'expression 
de do*, on aura 


idiz? + idy) 4 (diz {dis} 
ajo dom WEST He) (er, 
` S ` 
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Si l’on multiplie le numérateur et le dénominateur de 

celte expression par ds, puis qu'on remplaëe ensuite, sous 

le radical, ds? et dsd?s par leurs valeurs en fonction des 
coordonnées, il viendra 


i 1 en = = RE EEEE 
la = — y (dæ + dj? + dz’) ((d x) + (dy + (dz) — (dx dx + dy d'y + dzd::}, 


d 


ce qui peut encorè se mettre sous la forme 
x 


3) d= = 


ds! 


Vidy d’z—dzd’ yp- (dzdz — drd? z+ (dr dy — dyd'x). 


Dans ces‘diverses expressions de do, la variable indé- 
pendante n’est pas désignée; si l’on prend lare s pour 
cette variable, la différentielle d?s sera nulle et la for- 
mule (2) donnera cette expression fort simple 


CAR E POSE MF ENT IENT PAST MES PAUL 
do = aVtd'z} + (d'y) id’) 


D'après la formule (3) le rayon de courbure R ou F- 


a pour valeur, en fonction des seules coordonnées, 
kJ 

i > 

(dr? + dy? + dz)? 


(4j R | = m = 


D Via d'z — did y} + did — ded 2) + dr: = dd 
(a Y) { J 





cette formule subsiste, quelle que soit la variable indé- 
pendante. 


De la norniale principale en un point d'unè courbe 
gauche. 


263. Considérons une courbe gauche AM et la courbe 
sphérique gu correspondante, construite comme nous 
l'avons indiqué (voir la figure du n° 261). Menons par 


le point p de cette dernière courbe la tangente uv, et, 
| 25, 


se 





Erre 
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par le point correspondant M de la courbe donnée, MN pa- . 


rallèle à uv. La droite MN est dite la normale principale 
au point M dë la courbe AM , 

Soient ?, % € 1 anglésMférmés avec de parties posi- 
tives des axes cordéunésectangulaires, par la direc- 
tion MN ou uv. Ecs coordonnées du point étant cos a, 
cos6, cos son aura (09260) 


> st 
.  dcosa Ia, Acosé d cs" 
(1) cos: T1 , WOP p « da ` cos% — —— $# 
CRT EE à 
ou ; re à A 
«dr fr Z 
d- he Pet á a= 
ds K Ea e/s $ RaT 
(2) cosë = qo r= bart cos E = Ti 


Si l'on prend l'arc s pour variable indépendante, on 
pourra écrire 
dax 1 dy 1 d's 1 


E == poon o poe 


Du centre de courfure. -en un poiñt d'une courbe 


ý gauche. 


> 264. Soient M un point d'une courbe gauche AM, MT 
la tangente et MN la normale principale au point M. 
Construisons le cercle de courbure dans le plan NMT, de 





manière qu’il soit tangent en M à la ligne MT, et qu'il 
soit, avec les points de la courbe AM infiniment voisins 


À 


CHAPITRE IX. : 389 
du point M, d'un même côté du plan mené par MT per: 
pendiculairement au plan NMT. Le centre du cercle écra 
en un certain point C de MN; ce point C est dit le centre 
de courbure de la courbe AM au point M, et la direc-: 
tion MC de la normale principale est nommée direc- 
tion du rayon de courbure. En outre, si l'on méné;: par 
le point C, la droite GH perpendiculaire au plan NMT, 
cette droite GH sera le lieu des pôles du cercle de cour- 
bure; elle est dite droite polaire ou axe du cercle éle 
courbure. 


.Tuéonëme. — La droite polaire en un point donné 
d’une courbe est la limite vers laquelle tend l'intersec- 
tion du plan normal au point donné et d'un second 
plan normal infiniment voisin du premier. 


En effet, soient x, y, z les coordonnées rectangulaires 
du point donné M de la courbe AM; a, 6, y leS angles? 
formés avec les directions positives Je axes, par la divreg= 
tion de la tangente en M; l'équation du plan nopmal 
sera 


(1) (X — x)cosa +(Y —y)cos6 +(Z — z)cosy = 0; g 


nous représenterons, pour abréger, cette équation par 
V = o. Pour avoir l'équation du plan normal en un aute 
point de la courbe AM, il faut remplacer, dans l'équa- 
tion (1), 
Y, 2, COSZ, cos, COS 
par 

T+Ar, v+A47r, 2+ âz, 


cosg + Acos, cos- AcOs$, cosy + âcosy; 


l'équation obtenue ainsi pourra être représentée par 
V + AV =o. Et si t désigne la variable regardée comme 
indépendante, l'intersection de nos deux plans normaux 


È 
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sera représentée par les deux équations 


AV 


V= oo, —- 
at 


= 0. 


Donc la limite vers laquelle tend cette intersection, quand 
le second point de la courbe se rapproche indéfiniment 
du premier, sera la droite représentée par les deux équa- 
tons 


a 
V—o — = 0,. 
7 dt : 


ou 
Voy dV=0;: 


L'une des équations de la droite dont il s’agit est l'équa- 
tion (1), et l’autre s'obtient en différentiant cette mème 
équation dans l'hypothèse de X, Y, Z constantes. La 
différentiation donne 


(X — r)dcosa + (Y — y) dcos + (Z — z) dcosy 


— (dxcosa + dy cos6 + dzcos) = 0, 
ou, en ayant égard aux formules des n% 260 et 263, 
(27 (X — x) cos + (Y — y }cosn + (Z — z)cost = R. 


Cette équation (2) représente un plan perpendiculaire 
à la normale principale et dont la distance au point M 
est égale à R, c'est-à-dire égale à MC. Il reste donc seu- 
lement à prouver, pour établir le théorème énoncé, que 
les points de la courbe infiniment voisins du point M 
sont situés entre le plan (2) et le plan parallèle mené par 
la tangente MT. Ce dernier plan est représenté par 
l'équation 


(X — z) cosë + (Y — y )cosn + (Z — :) cost — o. 


Remplaçcons X, Y, Z par les coordonnées rx + Ar, 
y + Ay,,z + Az d'un point infiniment voisin de M 


$ 
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pris sur la courbe AM ; et choisissons ici ds pour la diffe- 
rentielle constante. On aura, par la formule de Taylor; 


dx ds? 
Ar dre + — + R, = dscosa + —-— cosë +R;, 
2 2R 


R; étant un infiniment petit du troisième ordre; on aura 
aussi des expressions analogues pour A y, Az, et, en sub- 
stituant ces valeurs dans le premier membre de l’équa- 
tion du plan, on obtiendra le résultat positif 


ds! 
— +6, 


2R 


où £ désigne un infiniment petit du troisième ordre. D'un 
autre côté, on obtient aussi un résultat positif +- R quand 
on substitue à X, Y, Z, dans l'équation du même plan, les 
coordonnées d’un point quelconque du plan (2); donc 
lés points de ce dernier plan et les points de la courbe 
infiniment voisins de M sont bien d’un même côté du 
plan mené par MT perpendiculaire à la normale prin- 
cipale. 

D'après cela, si l’on désigne par x,, Yı, Z, les coor- 
données du centre de courbure C, on aura 


(3) zı — z —Reosé, y, — y = Rcosn, z, — z = Reost. 


Expressions des cosinus des angles qui déterminent la 
direction de laxe du cercle de courbure. 


265. Désignons par À, u, v les angles que forme avec 
les parties positives des axes coordonnés, l’une ou l’autre 
des deux directions de l’axe du cercle de courbure. Cet 

paxe est perpendiculaire à la tangente et à la normale prin- 
cipale; d’ailleurs ces deux dernières lignes sont rectangu- 
laires; donc on aura entre les cosinus des neuf angles 


x, 6, 1; E, n, %3 À, Ps Y 
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. PA "i „R k 
les reļalions connués, savoir : 
Se EM 
JL 2 P Ri. 
à í COS?a +- COS É + COS‘) TA, 
(1) cos? ë + cos’n + cos’ g =i, 
cos?) + cos’ y. + COS sty i 


ki 


í cos’a + cost $ -+ cos?) = 1, 
(2) 4 cos?’ + cos’n + CoS p 1, i 
| cos’ y + cost% + cos?» — 1; 


, ve 


coszcosě + cos6cosn + cosy cost = o, + 





(4) | 


cos cosy + COS COST + cosu cosy = O; ' 


così = + (cos £ cost — cos-ycosr), 
cosy = Æ (cus y cos č — cosa cost), 
cosy = Œ (cosa cosn — cos6 coSE ), 


cos =  {cosucosy — cosy cos 6), 
(5) cosn — È (cos y cosa — cos cosy ), 


cosë = + ( così cos — cosp cosa), ie 


cosa = Æ (cos n cos — cost cosp), 


cos — (cost cos À — cos č cos» ), 


cosy = H(cosE cos a — cosn cos) ); 


| cos} (cos6 cost — cosycosn) ` 
(6) . $ + cosp(cosycosË — coszcosé) ` 
| + cosy (cosacosn — cos6cosE) =t; 


_les signes supérieurs ou inférieurs doivent être pris en- 
semble dans les dix formules (5) et (6); les uns se rap- 


one Ÿ 
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portent à l’une des directions de l'axe du cercle de cour- 
bure, les autres à la direction opposée. 

Nous avons donné dans les numéros précédents les ex- 
pressions des cosinus des angles «, 6,7 et £, 2, Gel 
tion des coordonnées rectangulaires; les troïs À 
des équations (5) permettent d’ exprimer “dé: la 
nière les cosinus des angles À, 44, v. Ais): J prémièré de 
ces équations (5) peut s'écrire comme il ‘suit, sahs fixer 
la variable indépendante : 








dyd’z — dzd'y 


ds k 


1 dy` 
=+ — PE = +R 
osn =T dsda (a å ds Us ) 


on déduit de là, par des permutations de lettres, les valeurs 
de cosu et cosy, et l’on a ce système de formules 


or A i dir 
ds 
de dr — dr d’z 
( ‘ 4 =R —— 
(7) cosu = LR AF D 
dy — 2 
PERTE tR ETI- dy d?r : 
\ ds ` 


Expression de la différence entre un arc de courbe 
et sa corde. 


266. On obtient une expression très-remarquable de la 
différence entre un arc de courbe et sa corde, en introdui- 
sant les rayons de courbure aux extrémités de l'arc. Je 
présenterai ici ce calcul, comme une application intéres- 
sante des résultats auxquels nous venons de parvenir. 

Soient s un arc de courbe compté à partir d'une ori- 
gine quelconque, et x, y, z les coordonnées rectangulaires 
de l'extrémité de s. Je prendrai cet arc pour variable indé- 
pendante; alors on aura, en désignant par R le rayon de 


* 


394 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


courbure, à son extrémité, | a` 


í dr? «y \2 dz\? | 
C) (z) s) + (2) a 
i fd'x\° dyi? Id?z3)? I 
# Ge) + (a) + (Es 


On äÿrpar la différentiation de l’équation (1), 


(3) dr dr dy d’) de d'y 
| ds dë us de ds ds 


en différentiant de nouveau et ayant égard à l’équa- 
tion (2), il vient 


de dx dy dy dz dz 1 
— —— HE HR = — i: 
ds ds ds ds’ ds edis’ R° 


puis la différentiation de l'équation (2) donne 


I 
i i RER 
d'x dx dy d'y d’z d'z 1 j R? 


ass de ds ds t da ds > ds 


enfin celle de l'équation (4) donne, en ayant égard à la 
formule (5), 





i 
I 
(6) dr d'w dy d'y dz d'z 3° R°- 
s ds d T ds ds! ds d’ 7 2 ds. 


Cela posé, soient Ar, Ay, Az les accroissements que 
prennent, y, z, quand s croit de As, on aura, par la 
formule de Taylor, 

Ar dr d'r às d'x As! d'z as 


as ne ds d 2 ds 6 LE ds 24 hia, 


e, désignant un infiniment petit du quatrième ordre. En 


«à 
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élevant cette formule au carré, on a ensuite 


Ax fdr\? dr dx à. r dr dr ra 1 fd?r\? RE 
a lz tze t thane tél) le 
( 1 dr dir 1 dx dr) 


-- — + z AS + 2, 
12 ds «ds! 6 ds’, ii] E 





£, étant encore ici un infiniment petit du quatrième ordre, 
LZ âr? PERA Ar? Az? 
De cette valeur de — on déduira celles de — et ~, en 
, 35° as âs 
* écrivant yet z au lieu de x, et, si l’on ajoute les trois 
expressions, on aura, en faisant usage des formules pré- 
cédentes, i 
I 
d— 
Ax+ Ay? -H 42! 1 As? R? 45° 
OT TS, or 
ARE 


R? 12 ds 24 





+ in 


nl 


puis, en extrayant la racine carrée par la formule du, 
binôme, 








Ps - r as 
VAr Ar A I| ras . “Ras 
SR ir Pc 
As 2 \R' 12 ds 24 
ou 
1 
ESEA i 
(7) yâr + Ay’ Az! = 148 | Rar , 
d às EL R? 24 ds 48 i 


£, désignant toujours un infiniment petit du quatrième 
ordre. Cette dernière formule peut ètre écrite d'une autre 
manière. R est le rayon de courbure à l'extrémité de 
l'arc s, origine de larc As; désignons par R, le rayon 
de courbure à l'extrémité de l'arc As. La différence des 
quantités 


I I I 
OE o IE 
pae. A et — - 

As ds 


étant infiniment petite, si l’on substitue la première à la 
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seconde, dans la formule (7), on ne fera que modifier 
l'infiniment petit du quatrième ordre €,; on a donc 


Var + ar an AREA 
EL R°/ 48 Se 





As 


multipliant enfin par As, il viendra 


+ € 


er j As 
(8) VAr + A7? + ar = as (5 =) s 


48 
£s étant un infiniment petit du cinquième ordre. 


La différence entre un arc infiniment petit As et sa 
corde a donc pour valeur 


{3 1\ As 
— + a. mt 
(5 ii) 48° 
à un infiniment petit près du cinquième ordre, R et R, 
étant les rayons de courbure aux extrémités de As. 
Appliquons cette formule (8) au cas d'un arc de cercle 
de rayon 1. Soit As = 2a, on aura 
Vaz + - Ay- + Az = asina, 
et la formule (8) donnera 


a 
sina = a — — + i. 
6 


De l'ordre du contact d'une courbe et d'une surface. — 
Des surfaces osculatrices en un point d'une courbe 
donnee. 


267. Soient S une surface quelconque, AM une courbe 
passant par un point M de S et KL la normale en M à cette 
surface. Prenons sur la courbe un point M’ infiniment 
voisin de M, et dont la distance à la normale KL sera 
choisie pour infiniment petit principal; menons enfin la 
droite M’ m parallèle à KL et qui rencontre en m la sur- 
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face S. Cela posé, si lado EUR M est un infiniment 
petit de l'ordre k + 1, jedin i 
contact d'ordre k entre kié 





EE . 


Pour que l'ordre du contact ne soit pas nul, où, ce qui } 
revient au même, pour qu'il y ait effectivement contact 
entre la courbe et la surface, il faut et il suffit que la tam, ” 
gente de la courbe au point M soit située dans le plan 
taugent de la surface. Effectivement, désignons par x, 

y, z les coordonnées du point M relativement à trois axes 
rectangulaires; par x+Ax, y+Ay, z+ 43 celles du 
point M’, et par x + A'x, y+ ây, z+ âz celles du 
point m; représentons, en outre, par y l'angle que forme, 
avec l'axe des z, la tangente en M à la courbe, et par 
dz = pdx + qdy la ÿélgur de dz qui convient à la sur- 
face S; on-auraæpour celle surface è 


tta 


baad 


az par tga yte, 
et, pour la courbe, 
åz = dz + : = ds cosy +, 


e ete” étant des infiniment petits d'ordre supérieur au 
“æ premier. Maintenant, si l'on fait coïncider l'axe des z 
‘avec la normale KL,on aura p = 0, q = 0; par conséquent 
À'z ou Pin sera un infiniment petit d'ordre supérieur au 
premier. D'ailleurs M'm est la somme ou la différence 
des lignes MP = Az et Pm; donc, pour que l’ordre infi- 
uitésimal de M’m soit supérieur à 1, il est nécessaire et 
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suffisant que cosy soit nul, ou que la tangente en M à 
la courbe soit dans le plan tangent de la surface. 

Étant donnée une courbe €;'si l’on considère une fa- 
mille de surfaces représentée par une équation où figu- 
rent z +1 paramètres arbitraires, on pourra en général 
déterminer ces n +1 paramètres de manière à établir, en 
un point donné de la courbe C, un contact de l’ordre n. 
La surface déterminée ainsi est dite osculatrice de. la 
courbe C, au point donné, relativement aux surfaces de 
la même famille qui passent par le même point. Nous 
allons traiter, dans ce qui va suivre, du plan osculateur 
et de da sphère osculatrice. i 


Du plan osculateur en un point d'une courbe 
donnée. 


268. Soient x, y, z les coordonnées d’un point M 
d'une courbe rapportée à trois axes rectangulaires. 
Comme l'équation du plan ne renferme que trois para- 
mètres arbitraires, le plan osculateur de la courbe au 
point donné est celui qui a un contact du deuxième 
ordre en ce point avec la courbe. Il est à peine néces- 

«saire d'ajouter que, pour certains points particuliers, 
l'ordre du contact peut être supérieur à 2. 


h 
N | ‘M 
\ | | 
| 
Pa = LE 
/ | 
f =a ‘P 
f M s 
1 


Soit 
aX +bY+ceZ—p—o 
l'équation d'un plan S; nous désignons par a, b, c les 
cosinus des angles que fait avec les axes la direction 
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de la perpendiculaire p abaissée de l’origine des coor- 
données sur ce plan. Soit à la distance M'P du point 
M' (x+ Ax, y + Ay, z+ Az) de la courbe au plan S; 
on aura 

Hi—a(r+ar)+b(y +Ar)+c(z+ 42) —p, 


et il nous faut déterminer les constantes a, b, c, p, parmi 
lesquelles trois seulement sont arbitraires, de manière - 
que à soit un infiniment petit du troisième ordre; l’infi- 
niment petit principal est la distance de M' à la nor- 
male KL du plan, ou tout autre infiniment petit dont le 
rapport à cette distance a une limite finie. On a, par la 
formule de Taylor, quelle que soit la variable indépen- 
dante, 








dr ' 
Ar = dx + + R,, 
1.2 | 
d'y : 
Ay = dy + — R,, 
1.2 
i? ; 
Az = dz hs +R’, 
1.2 ` 


Rs, R',, R? étant des infiniment petits du troisième ordre. 
En substituant ces valeurs dans l'expression de +9, on a 


Æ ò ar + by + cz — p) + [adr + bdy + cdz) 
I , 7 
tz (ad'x+ bd’y + cd'3)+ (aR, + ER, +cR'), 
et pour que cette expression soit un infiniment petit du 
troisième ordre au moins, il faut et il suffit que l'on ait 


ax + by + c2 — p= 0; 
(1) , adx +- bdy + cdz = 0, 
ada + bd°y + ed’°z = 0. 


"La première de ces équations exprime que le plan S 
passe par le point M; elle détermine p quand a, b, c sont 


È x 
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» Å E 
connus; les deux autres équations donnent 


a b i fr ~ 
a) paz niy bban ddr hy- iz 








Les dénominateurs des rapports qui figurent dans*la for- 
mule (2) sont proportionnels aux cosinus des'angles}, v, v, 
formés, avec les directions positives des axes, par l’une ou 
lautre des directions de l'axe du cercle de courbure 
(n°265); ona donc ` T s 


a= cosà, b—cosu, c= cosy; à 


et par conséquent le plan osculateur n'est autre chose 
que le plan du cercle de courbure, c’est-à-dire le plan 
mené par la tangente et par la normale principale. Dans 
le ;cas d’une courbe plane, le plan osculateur est celui de 


da courbe. 7 


269. Si les constantes a, b, c, p satisfont seulement ` 
aux deux premières conditions (1), le plan S aura au 
point M, avec la courbe, un contact du premièr ordre; il 
sera simplement tangent, et il restera dans son équation 
un paramètre indéterminé. Nous indiquerons ici deux 
propositions qu'il convient de remarquer. 


Tutorème I. — Le plan osculateur en un point M 
d'une courbe est la limite vers laquelle tend le plan 
mené par la tangente en M et par un point M' de la 
courbe infiniment voisin de M. 


Tant que le plan dont il s’agit n'a pas atteint sa limite, 
il a en M avec la courbe un simple contact du premier 
ordre. Son équation est 


(1) a(X—zx)+b0(Y—y)+c(Z—2) =0o, 
et l'on a, par hypothèse, + 


2° adx + bdy + cdi = 0; 
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en outre, comme le plan passe par le point M’ de la courbe 
pour leqüel les- coordonnées sont r+Ar, y+Avy, 
z+'Az; on a aussi : 


(3) >O aâx+bAy+car—0. 


Désignons par £la variable indépendante, on aura, par 
la formule de Taylor, R. 





å BE ee AAt in H 
i tt a a Nes 
dy. d'y At”: 
= -At - f mi 
ay J -E 2 Ge Ta 
à _ dz Ait d'z3 ‘Ar? Les 
sien” dt? 1.2 à 


en désignant par A At”, etc., les restes des trois séries, 
Si Pon substitue ces valeurs dans l'équation (3), qu'on 
réduise ensuite par le moyen de l'équation (2) et qu'on 
divise par At*, il viendra 


I P » 027 d'z 
(a + a 4 Jr) + (0A + bB +cC)ar=o; 


passant à la limite, At devient nul, et l'on a 
(4) adx + bd'y + ed'z= 0. 


Les valeurs de a, b, c tirées des formules (2) et (4) sont 
bien celles qui conviennent au plan oseulateur. 


Remarque. — Les coordonnées x, Jz ont été sup- 
posées rectangulaires au n° 268; mais on voit, par le 
théorème précédent, que l'équation du plan cictlateuté 
conserve la même forme quand les coordonnées sont 


obliques. g 


270. Taéonëme Il. — Le plan osculateur h un 


point M d'une courbe est la limite vers laquelle tend le 
I. i g 26 


’ 


402 ; CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


plan mené par le point M et par deux autres points 
M M” de la courbe, infiniment voisins de M. - 





z je Soit z la variable indépendante choisie de manière que 
_ les coordonnées des points M, M’, M” répondent aux 
valeurs 
1, t+At, t+ 0246, 


de cette variable. Soient x, y, z les coordonnées de M: 
celles des points M’, M” seront 
T+8&x, y+ây, z+ Az, 
z+20z+04zxz, Y +247 +47, 2+ 243 + 42. 
Cela posé, l'équation d’un plan passant par le point M 


„ sera 
+. a(X —zx)+b(Y— y)+c(Z—z:)=0o, 


-et les conditions pour que ce plan passe aussi par M’ 
et M” seront 
abx+bAy+ecâz—0o, 


a(24x + 4x) +b(247 + A y)+c(243z+ 41:)—0o. 
La première de ces conditions réduit la seconde à 
a x + bay +c4z—0o; 


divisant ensuite celle-ci par ât’, l’autre par Ar, il 
viendra 


dz dy dz 

a T +b Pr + P =: 0, 
dtz d'y d'z 
a 4 tar? 


node, srl. dus à mél. ms ét A: Hi _ d 
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ou 
adx + bdy + cdz == 0, 


adx + bd?y +-ed’z = 0, 


et Fon tire de là les valeurs de a, b, c, qui conviennent 
au plan osculateur. 


Remanrgue. — On définit quelquefois Je plan oscu- 
lateur par l’une des deux propriétés qui font l’objet des 
précédents théorèmes. La normale principale peut alors 
être définie en disant qu'elle est l'intersection du plan 
normal et du plan osculateur. 


De la Torsion ou seconde courbure des courbes gauches. 


271. Les déviations successives de la tangente dans le 
passage d’un point d’un arc de courbe à un autre nous 
ont conduit à la notion de la courbure. Mais, dans le cas 
des courbes gauches, il y a lieu de considérer une affec- 
tion d’une autre nature à laquelle on a donné le nom de 
torsion ou de seconde courbure, et de là vient la déno- 
mination de courbe à double courbure, appliquée aux 
courbes gauches. La torsion d’un arc de courbe résulte 
des déviations successives du plan osculateur ou de Faxe 
de ce plan, dans le passage d'une extrémité de Faic à 
l’autre extrémité: pour la définir avec précision}, à nous 
emploierons les considérations qui nous ont déjà servi 
quand nous nous sommes occupé de la première cour- 
bure 

Soient AM un arc de courbe, MT la direction de la 
tangente en M, MN celle de la normale principale et ML 
Tune ou l’autre des deux directions de la perpendiculaire 
au plan osculateur; la direction de la tangente en chaque 
point de l’arc AM est déterminée ici comme on l’a indiqué 
au n° 261. Construisons une sphère ayant pour centre un 


aa ma 
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point quelconque O et dont le rayon soit égal à l'unité de 
longueur. Si l’on mène des rayons parallèles aux directions 





des tangentes aux divers points de l’arc AM, les extrémités 
de ces rayons détermineront sur la sphère (n° 264) la 
courbe au dont la longueur mesure la première courbure 
de l’arc AM. Cela posé, menons par le ceritre O de la même 
sphère des diamètres parallèles aux axes des plans oscula- 
teurs relatifs aux divers points de l'arc AM ; les extrémités 
de ces diamètres détermineront sur la sphère deux arcs de 
courbe symétriques. Soit am l’un de ces arcs, la longueur + 
de l'arc am sera dite la torsion ou la seconde courbure 
de l’arc AM. 

Si l'extrémité A de l'arc AM =s est fixe et que l’extré-. 
mité M soit mobile, la courbure + sera une variable ; să 
différentielle dr est dite l'angle de torsion au point M; 
ou l’angle de contingence relatif à la seconde courbure. 

Soient MM’ = As un accroissement infiniment petit 
de l’arcss, j l'angle que fait l'axe du plan osculateur en M’ 
avec l'axe du plan osculateur en M; les extrémités des 
rayons Om, Om’ parallèles à ces deux axes détermineront 
sur la courbe sphérique larc Ar qui, par notre défi- 
nition, est la torsion de l'arc MM’. Par le raisonnement 
déjà employé (n° 261) à l'occasion de la première cour- 
bure, on prouvera que l’on a 

lim À = 1, 
ar 


c'est-à-dire que le rapport de l’angle des plans osculateurs 


se nn lille. - te . AL ne 
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relatifs aux extrémités d’un arc infiniment petit, à la 
torsion de cet arc, a pour limite l'unité. i 

La torsion moyenne d’un arc de courbe est le rapport 
de la torsion absolue à la longueur de l'arc. Enfin nous 
appellerons torsion ou seconde courbure en un point 
d'une courbe, la limite vers laquelle tend la torsion 

„moyenne d’un arc infiniment petit de la courbe, ayant 
ce point pour origine. 

D’après cela, la torsion au point M de la courbe AM 


aura pour valeur 
7 dr 


lim — ou —. 
ås ds 

On peut encore assimiler cette seconde courbure à la 
courbure d'un cercle, et l’on nomme rayon de torsion 
ou rayon de seconde courbure le rayon du cercle dont 
la courbure en chaque point est égale à la torsion de la 
courbe donnée au point que l’on considère. Si l’on 
désigne par T le rayon de la seconde courbure, on aura 


+ 


ds 


= de 
la différentielle dt a le même signe que ds. 


272. La courbe AM étant rapportée à trois axes rec- 
tangulaires, supposons, comme au n° 262, que l’on ait 
placé le centre O de la sphère à l’origine des coordonnées. 
Désignons toujours par x, y, z les coordonnées du point M 
et par À, u, v les angles que fait avec les parties positives 
des axes l’une des directions ML ou Om de l’axe du plan 
osculateur; les coordonnées du poing m seront 


cos, ` COSp, COSy, 


et, par conséquent, la différentielle dr de larc + aura 
pour valeur 
dr = y| d cosh)? + (d cosp)? + [dcos»}; 


é 


t 
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les cosinus des angles À, u, v sont connus (n° 265) en 
fonction des coordonnées, on peut donc calculer dr, et par 
suite le rayon T, en fonction des mêmes coordonnées : 
nous ferons ce calcul plus loin. > 

273. Jétablirai ici une proposition que j'ai fait con- 
naître depuis longtemps et qui a une grande importance 
dans l'étude des propriétés des courbes; cette proposition 
consiste simplement en ce que les tangentes aux points 
correspondants m et p des deux courbes sphériques que 
nous avons introduites sont parallèles. 

On a, en conservant les notations dont nous avons fait 
usage dans les numéros précédents, 


cos a d cosx + cos6 dcos + cosy dcosy — 0, 
(1) cosà dcosa + cosp dcos6 + cosy dcosy = 0; 
effectivement, d cosg, dcos6, dcosy étant proportion- 
nelles à cos£, cosn, cos£, les formules (1) expriment 
la perpendicularité de la normale principale sur la tan- 
gente et sur l’axe du plan osculateur. En ayant égard 

“à la seconde des équations (1) et en différentiant les sui- 
vantes 


COS a COS). + COS6 COSU + COS COS» - : O, 
cos? } + cos’ p + cosy — 1, 


on trouve 


(2) cosg d cosh + cosé d cosu + cosy dcos» — o, 
2 


cos) d cos). + cosp dcosu + cos» dcos» -= o. 
Or, les coefficients des différentielles  * 
(3) dcos, dcos, dcosy, 


dansles équations (1), sont exactement les mêmes que 


# 
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les ċoefficients des différentielles 


(4) dcos}, dcosu, dcos» 


dans les équations (2); donc les différentielles (4) sont 
proportionnelles aux différentielles (3), et l’on a 


deos _ dcosu _ dcos» 


(5) dcosu ~ deosé ~ d'eosy 
Ces formules démontrent la propriété énoncée : effec- 
tivément les cosinus des angles que fait avec les axes la 
tangente en m à la seconde courbe sphérique sont pro- 
portionnels aux différentielles des coordonnées, c'est-à- 
dire aux différentielles (4); de même, les cosinus des 
angles que fait la tangente en p à la première courbe 
sphérique sont proportionnels aux différentielles (3); il 
en résulte que ces deux tangentes sont bien parallèles. 
Mais en prenant les points a et æ pour origines des 

arcs des courbes sphériques, les directions des tangentes 
aux points correspondants peuvent coincider ou être 
‘opposées. La courbe sphérique relative aux axes des 
plans osculateurs se compose, d’après notre construction, 
de deux parties symétriques qui répondent aux directions 
opposées de ces axes; donc, selon que l’on prendra l’une 
ou l'autre de ces parties pour la courbe am, les directions 
des tangentes en met p seront de mème sens ou opposées. 
Je supposerai que l’on ait construit la courbe am de 
manière que les tangentes en p et m aient la même direc- 
tion, direction qui est celle de la normale principale au 
point M de la courbe donnée. Alors, à cause des équa- 

r tions (2) du n° 260, la précédente formule donnera 

# 


| deos) — cosě dr, 
(6) 


< dcosp = cosy dr, 


l deos» = cosË d=. 
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Résumé et complément des formules principales rela- 
tives à la théorie des courbes gauches. 


274. Je crois devoir résumer ici les résultats divers 
que nous avons obtenus dans les numéros précédents. 
Rappelons que nous désignons par : 


x, y, Z, les coordonnées rectangulaires; 

a, 6, 7, les angles formés par la direction de la tan- 
gente avec les directions positives des axes; 

E, n, Č, les angles formés par la direction de la nor- 
male principale avec les mêmes directions; 

À, p, v, les angles formés également avec les mêmes 
directions par la direction de l'axe du plan oscu- 
lateur; 

ds, ds, dt, la différentielle de l’arc de la courbe 
donnée, l’angle de contingence et l’angle de torsion. 


Alors on a 
(1) dr = ds cosa, «ly = dscosé, dz — ds cosy, 
(2) dcosa — cosë de, dcos — cosn da, dcosy = cost da, 
(3) deosh = cosë dr, dcosu = cosz dr, deoss = cosg dr, 
pourvu que la direction de l'axe du plan osculateur soit 


déterminée, comme on l'a indiqué au numéro précédent. 
Cela posé, si l’on différentie l'équation 





cos? Ë — 1 — cos? x — cos? }, 


on aura 


cos Ë dcosE == — cosa dcosz — Cosh d cosh, 
. . . ® 4 
ce qui devient, en faisant usage des formules (2) et (3), 
d'eosË = — çosa da — cos} dr; 


cette formule en donne deux autres, par les permutations 


a is: a _" . di à tm. x ee D. Me 7 


# 
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des lettres, et l'on a ce nouveau système de formules : 


| dcos£ = — coszx da — cos) dr, 
(4) d'cosn — — cos da — cosy dr, 
i dcosz = — cosy da — cosy dr. ji 


Les formules (2), (3), (4) permettent d'exprimer, 
dans les recherches relatives à la théorie des courbes, les 
différentielles des neuf cosinus, cosg, etc., en fonction de 
ces mêmes cosinus et des différentielles des trois arcs S, 

z. On a d’ailleurs : 


(5) ds =R da =T dr. 
On tire des formules (4) 


V(dcosë)* + (dcos:) + (dcosç} =ydo + dr ; 


cette expression est celle de la différentielle de l’arc d’une 
troisième courbe sphérique que l’on formeraiten menant 
par le centre d'une sphère des rayons parallèles aux 
directions des normales principales de, la courbe pro- 


posée. 


275. Pour donner un exemple des avantages que pro- 
cure l'emploi des formules précédentes, je les appliquérai 
à la recherche du rayon de torsion T en fonction des 
coordonnées rectangulaires. A cet effet, reprenons les 


équations (7) du n° 265, savoir : 


ds : 
E così = + (dy d'z — dz d'y), i 


T osp = + (dz d?r — dx d'z), 


> 


R 





ds . 
— Cosy — + (dx d'y — dy d'x). 


Différentiant ces équations et ayant égard aux for- 


y 


EL 4 


aA ET i 
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mules (3) et (5) du numéro précédent; on trouvera 


“4 


ds’ ES ai 
a z 2-1 
(a TE) con + cost = + (dy d's — — dz di y}, 


(a T) cosp + Go cosn = (di dx — dz d’ z),}' 
R RT (e. » 
= (2%) cos v + pp 335E (de dy — dy dar 

R RT i 
et si l’on ajoute ces`trois équations, iris les avoir multi- 
pliées respectivement par les trois suivantes : 


ž , 
T eos = d'z — TE dr, x 
ds’? d?s 

mr dy ZT ; 

ds? d's 

Le —dig— 

R cost —d?z sF dz, 


il viendra 







pp Eld dsg d d'y}d'e + (dide — dzdiz)d? z)d 
ÉTÉ al y + (dr d'y — dy d’ x ni 
ES 3 


epla ant © ar la iles tirée de la formule 
mplacç P 


; du n° 262, b S 







i D. dz d'y} + (dz dx — dx d?z)° + (dx d'y — dy dr) 


T= Sa (2 





La aleur de T étant essentiellement posve, la for- 
précédente fait connaître le signe qu'il faut substi- 
tuer dans les faas (5), (6) et (7) du n° 265, au 
Signe ambigu, +; on doit se rappeler, que la direction 
axe du plan i a été fixée par la conventio 
piće au n° 273, Il convient de remarquer que le rayon 
torsion s'exprime par une fonction rationnelle des dif- 
ntielles des coordonnées. DS a. S 








Pdz — dz d'y dx +(d2 d'z — dra’ a)d'y +da d'y —dy ds drd’ z 
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276. Si l'on égale à zéro le dénominateur de l’expres- 
sion de T, on obtiendra la condition qui exprime qu'une 
courbe est plane. Lorsqu'on prend x pour variable indé; 
pendante et que l’on fait en conséquence 4? x = 0, 
BE = 0, la condition dont il s’agit est simplement” - 


Lire 
a déÿpd’2— d'y d'z — 0. 
R? 1 
ps uasion peut se mettre sous la forme ns 
i pane E a 
A dy Le » Y; A aA 
aqn SD d'y hf a VE 
z LE EN ytt 


ellé*exprime: donc que le rapport = i4 est égal à une 
dy 
constante B; ainsi rang 
RE PE = Bd’y, 


en sorte, qifa: à et Bi ne diffèrent que par une con- 
stante À dx; on a donc | 


dz — Adr + Bdy, 
et l’on en conclut 
z= Az + By +C, 


C étant une nouvelle constante. Cette dernière équation 
représente un plan dans lequel la courbe est située. e 


De la Sphère osculatrice en un point d’une courbe 
donnée. 


277. L'équation de la sphère renferme quatre para- 
mètres arbitraires, les coordonnées du centre et le rayon; 
on peut donc en, chaque point d’une courbe établir un 
contact du troisième ordre entre cette courbe et une 
sphère ; celle-ci sera la sphère osculatrice. 

Soit M un point de la courbe donnée; faisons passer 
par çe point une sphère dont nous représenterons le centre 
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par O. Prenons sur la courbe un point M’ infiniment 
voisin du point M, et considérons le plan qui passe par le 


point M'et par le rayon MO; ce plan coupe la sphère 


i | " \ 
| o: r | 
L 


suivant un grand cercle, et le plan tangent en M à la 
sphère suivant la ligne MH tangente au grand cercle. 
Abaissons M’P perpendiculaire sur MH, et désignons 
par n le point où cette perpendiculaire rencontre la cir- 
conférence du cercle. D'après la définition générale du 
n° 267, la sphère O sera osculatrice au point M de la 
courbe donnée, si la ligne M’m est un infiniment petit 
du quatrième ordre, l'infiniment petit principal étant la 
ligne MP ou tout autre infiniment petit dont le rapport 
à MP tend vers une limite finie. On a 


M'm = M' P — mP, 





-- — e 


kad 


Mm 


2M0 
ordre; donc il faut déjà que M'P soit elle-même un in- 


finiment petit du deuxième ordre, ce qui s'accorde avec 
ce qu’on a dit au n° 267. Désignons par r le rayon de la 
sphère, par s l'arc de la courbe terminé en M et compté 


£ mP = 





est un infiniment petit du deuxième 


à partir d'une origine quelconque, par As l'are MM’ de 


* la même courbe. On aura X 


Mm MP +mP MM —MP +mP 
mP = -= = = —— 3 
2r 2r 2r 





as (as— MM')(as+ MM')+MP —mP. 
2r 2r $ 





= is. hate. . S . die 
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or, la différence entre l'arc As et sa corde est un infi- 
, ——— 2 = 2 
niment petit du troisièmè ordre (n° 266); M'P et mP 
sont des infiniment petits du quatrième ordre; donc, la 
différence des deux quantités 
< As? 
mP, — Š 
2r 
est un infiniment petit du quatrième ordre. Par consé- 
quent, la sphère osculatrice est telle que 
As’ 
M’ P — — 
2r 
est un infiniment petit du quatrième ordre. 

Désignons par £o, Yo, Zo les coordonnées du centre de 
la sphère osculatrice relatives à trois axes rectangulaires : 
par x, y, z les coordonnées du point M; par x + Ar, 
x +4y, z + Az celles du point M’. L'équation de la 
sphère sera 


(X— r) + (Y— y) + (2-2) =r, 
et celle du plan tangent en M, 
(z — 2) (X— 2) + (y — y) (Tr) + (z — a) (Z— z) = 0. 


Le centre de la sphère et le point M’ étant situés d'un 
même côté du plan tangent, on obtiendra des résultats 
de mème signe si l’on remplace X, Y, Z, dans l'équation 
précédente, par les coordonnées de l’un et de l’autre 
point. Or, la substitution des coordonnées du centre 
donne le résultat — r; donc la substitution des coor- 

onnées du point onnera un résultat négatif. D’après 
données du point M’ d l gatif. D’ap 
cela, la distance M’ P du point M’ au plan tangent sera 
; P P 8 


(ze—x\Az+(r—y)8r +(2— z) âz 


r 


M'P = 


kd 
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et, par conséquent, on aura 
MPX7r- las 
2 
| : 1 
= (2a — z) Ax + (Yo — y) Ay + (x— 2) 43 — = AS; 


Fr . . . , . . 
telle est l'expression de la quantité qui doit se réduire à 
un infiniment petit du quatrième ordre. 





Ona 
dx dx 
âr = dz -+ —— + —— +..., 
2 6 
Ey dy 
åy = dy 4- — + -> +... 
yY yY = 6 
?z d2 
Az — dz + RU , 
et 
d’ s 


ås = ds + — + ..., 
2 


d'où, par l'élévation au carré, 


as = ds + ds d's +.... 


Pour remplir l'objet demandé, il suffit de substituer ces 
valeurs de Ax, Ay, Az, As? dans l'expression précédente 
et d'égaler ensuite à zéro la somme des termes infiniment 
petits du premier ordre, la somme des termes du deuxième 
ordre, et enfin celle des termes du troisième ordre. On 
obtient ainsi les équations 


(xo—&) de + (yo— y)dy +(2—2)d2 —0, 
(1) { (te— z) d’z+ (yo— y) d'y + (5—2)d°2— ds —0, 
| (To — z) d’æ + ( ya — 7) d'y +(z— 2) d'z— 3 dsd’s =o, 


qui détermineront les coordonnées Xo, Yo, Zo du centre de 
la sphère osculatrice. Le rayon r sera donné ensuite par 
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l'équation 
(2) (tr + (ro) + (32 — z} —r =o. 


Il faut remarquer que la première des équations (1) 
s'obtient en différentiant l'équation (2), dans l’hypo- 
thèse de ro, Yo, Zo, F constantes; pareillement, on obtient 
les deux dernières équations (1) en différentiant deux 
fois de suite la première, dans la même hypothèse. 


278. D'après cette remarque, les équations (1) et (2) 
peuvent être représentées, pour abréger, par 


V=o, dV=—o, d'V=o, d'V=o. 


Si les trois premières sont seules satisfaites, la sphère 
n'aura avec la courbe qu’un contact du deuxième ordre, 
et il restera une constante arbitraire dans son équation: 
Si les deux premières équations sont seules satisfaites, 
la sphère n'aura qu'un simple contact du premier ordre 
avec la courbe, mais il restera deux arbitraires dans 
son équation ; enfin, quand la première condition est 
seule satisfaite, il n’y a plus de contact au point com- 
mun, et il reste trois arbitraires dans l'équation de la 
sphère. 

Dans chacun de ces cas, on peut assujettir la sphère à 
passer par un point M'(x+ Ar, y+ ây, z+ Az) 
de la courbe, ce qui donne la condition 


V+AV=o. 


Or, si les i— 1 premières des quatre équations précé- 
dentes sont satisfaites, el que ¢ désigne la variable indé- 
pendante, la nouvelle condition pourra se mettre sous la 


forme 
I aY = 
ni ika D 
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£ s'annulant avec A"; elle se réduira donc à 


aN ng 

di T? 
ou à 

d'V=o, 


lorsque le point M’ viendra se confondre avec le point M. 
Donc : Toute sphère qui a un contact d'ordre i en M avec 
une courbe peut étre regardée comme la limite d'une 
sphère qui a un contact d'ordre i —1 et qui passe par un 
point M’ de la courbe infiniment voisin du point M. 


279. Nous présenterons encore ici deux propositions 
qu'il convient de remarquer. 


Tuaéonèur J. — La sphère osculatrice en un point M 
d'une courbe est la limite de la sphère qui passe par le 
point M et par trois autres points de la courbe infini- 
ment voisins de M. 


En effet, désignons par t la variable indépendante 
choisie de manière que les quatre points de la courbe 
répondent aux valeurs . 


t t+ At, t+oûAt, t+34t, 
de cette variable; soient 


z, ZHAx, x+24r+Ax, x+3Ar+3Ar+Ar, 
Jy SHOT, J+24r7+0 y, 7+347+34 7+47, 
zZ; 2+ Az; 2+92A2+A'z; z+ 3Az+ 3Az+ Az 


les coordonnées des quatre points. Les équations qui ex- 
priment qu’une sphère passe par ces points sont 


V=o, V+4aV=o, V+2AV+4V=0o, 
V+34V+ 34 V +A Vo, 
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en posant 
V= (x — m) Hy — r + (aar, 
et elles équivalent aux suivantes : 


av av AV 
» V=Q, ——0, — =0, — =0 
PO At At: 
Quand Az s'annule, les trois dernières équations se 
réduisent à 
dv ŒvV BY 


— = 0 — = 0 = O0 
dt ’ dè 7 dë ? 
ct l'on a ainsi 
V=o, dYyY=0; d'V—=0o, dV=—o, 


conditions qui sont bien celles de la sphère osculatrice. 


280. Tuéoniue II. — Le centre de la sphère osculatrice 
en un point M d'une courbe est la limite vers laquelle 
tend le point d'intersection de l'axe du cercle de cour- 
bure en M, et du plan normal en un autre point de la 
courbe infiniment voisin de M. Ce centre est aussi la 
limite du point. d'intersection du plan normal en M et 
des plans normaux en deux autres points de la courbe 
. infiniment voisins de M. 


En effet, quand-on considère Xo, Vo, Zo comme des 
coordonnées variables dans les équations (1) du n° 277, 
la première équation est précisément celle du plan nor- 
mal en M, et le système des deux premières appartient 
(n° 264) à l'axe du cercle de courbure. Représentons par 

V=o, dV—o 


ces deux équations. Le plan normal en un point iùfini- 
ment voisin de M aura pour équation : 


V+AV= 0 
I. = 27 
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et, en la joignant aux deux précédentes, on aura le sys- 
tème qui convient au point d’intersection. Mais, par le 
raisonnement déjà employé plus haut, cette dernière 
équation se réduit, au moyen des précédentes, à 

LV 


—— Hi = 0 
de j 


t étant la seule variable indépendante, et £ une quantité 


. s ‘ d'V 
qui s’annule avec At; en outre, elle devient -m me 


d'V= 0, 


quand Act s'annule. De là résulte la première partie du 


théorème énoncé. 
La deuxième partie se démontre immédiatement en 


reproduisant le raisonnement du numéro précédent. Les 
urois plans normaux qu'il faut considérer ont pour 
équations 


V=o, V+AV=0, V+24V+MV—=0o, 


la variable indépendante { augmentant de At quand on 
passe d’un des points considérés au suivant. Le point 
d’intersection de ces trois plans satisfera donc aux 
équations 


V=o te rss 
TU EC ARE? 


qui deviennent à la limite 


où 
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Expressions des coordonnées du centre et du rayon 
de la sphère osculatrice en un point d'une courbe, 


š 


281. D'après l'analyse précédente, les coordonnées 
centre de la sphère osculatrice sont-déteïtimées par 
l'équation du plan normal jointe à celles*qu'on: en déduit 
par deux différentiations relatives à li variable indépen- 
dante dont les coordonnées de la courbe sont fonction. 
Or, avant d'exécuter l’une de ces différentiations, on 
peut multiplier l'équation qu’il s'agit de différentier par 
une fonction quelconque des coordonnées; car si l'on 
représente cette équation par V—0o, et qu'on la rem- 
place par MV = 0, on obtiendra, par la différentiation, 
VdM + MdV =o, qui sera équivalente à dV—0, à 
cause de V =o. Cela posé, en conservant les notations 
dont nous avons constamment fait usage, et dont nous 
avons présenté le résumé au n° 274, l'équation du plan 
normal sera x 


(1) (m—r\cosa + (ye— 2 )cos6 + ‘z — 2) cosy — o; 


en différentiant dans l'hypothèse de Xs, Yo, Zé con- 
stantes et employant pour cet objet les formules (2) et (5) 
du n° 274, on obtient 


{2) (r.— r) cos +(y,— y) cosx + {z — z) cost = R; 


différentiant de nouveau, au moyen des formules (3) 
et (5) du n° 274, il vient, en ayant égard à l’équa- 
tion (1), 





(3) (ro— x) cosà + (y, — »)cosp + (2 — 2) cos = — 


Ajoutons maintenant les équations (1), (2), (3) après 
les avoir multipliées respectivement d'abord par coso, 
cos£, cos}, puis par cos6, cosr, cos, puis enfin par 

27. 
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cosy, cos é, cos y, il viendra 











d z 
zt — £ = Rcos č — dR cos, 
TdR 
(4) Y— y = R coss — qy P> 
Z — 3 = R cos — -y cos»; 


en oulre, si Pon ajoute les équations (4) après les avoir 
élevées au carré, on aura cette expression simple du 
carré r° du rayon de la sphère osculatrice, 

T’ d R? 


ds? 





(5) = R + 


Le centre de la sphère osculatrice est situé sur l'axe 
du cercle de courbure et l'équation (3) montre que sa 
distance au plan de ce cercle est égale à la valeur absolue 

TAR mn . : s , 
de ——; ou, d'après l'équation (5), égale à yr? — R?; il 

as 
résulte de là que : 





Le cercle de courbure en un point d'une courbe est 
l'intersection du plan osculateur et de la sphère oscu- 
latrice relatifs au méme point. 


282. Cette propriété entraine une conséquence que 
nous devons signaler. La sphère osculatrice en un point M 
d'une courbe C est la limite des sphères qui passent par M 
et par trois autres points M’, M”, M” de la courbe C 
infiniment voisins de M; pareillement le plan osculateur 
est la limite des plans qui passent par M et par les deux 
points M’, M”. Il résulte de là que le cercle de courbure 
est la limite des cercles qui passent par le point M et par 
deux autres points M’, M” infiniment voisins de M. Cela 
posé, projetons la courbe et le cercle sur un plan quel- 
conque, et soient m, m’, m” les projections de M, M’, 
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M”; le cercle se projettera suivant une ellipse qui aura 
un contact du deuxième ordre en m avec la projection de 
la courbe C, car elle est la limite d’une ellipse passant 
par m et par deux points infiniment voisins de m (n° 215). 
En particulier, si l’on projette la courbe C sur le plan du 
cercle de courbure en M, la projection obtenue aura ce 
mème cercle pour cercle de courbure en M. 


Des surfaces enveloppes. 


283. Désignons par f (x, y, z, æ) une fonction des 
quatre variables x, y, z, æ dont la valeur soit bien déter- 
minée quand on a fixé les valeurs de x, y, z, æ. Si l’on 
suppose que x, y, z représentent des coordonnées quel- 
conques et que æ soit un paramètre variable, l'équation 
(1) Slr yy tp a0 
représentera une famille de surfaces; à chaque valeur 
de «. répondra une surface individuelle. 

Si, après avoir donné à æ une valeur déterminée, on 
attribue à ce paramètre la nouvelle valeur & + Aa, on 
aura une deuxième surface ayant pour équation 


SJS, Y, z, 2 + Aa) —0, 


et qui coupera la première suivant une certaine courbe. 
On peut prendre pour la deuxième équation de cette 


courbe 
Sr, Y, Z, a +åa)— f(z, Y, 2, a) 
= 0, 
àq 





au lieu de la précédente. 

Maintenant, si l’on fait tendre Ag vers zéro, l'inter- 
section dont nous venons de parler tendra vers une cer- 
taine limite, pour laquelle on aura, outre l'équation (1), 
df(x, 3,3, a) 


(2) da 


= 0, 


ras 
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et il y aura sur chacune des surfaces représentées par 
ao (1) une courbe déterminée de cette manière. 
Le lieu géométrique de toutes ces courbes est une sur- 
face dont l'équation s’obtiendra par l'élimination de x 
entre les équations (1) et (2); cette surface est dite l'en- 
veloppe des surfaces que représente l'équation (1), et 
celles-ci, à leur tour, ont reçu le nom d'enveloppces. 
La courbe variable représentée par les équations (1) 
ct (2), et dont l'enveloppe est le lieu géométrique, a été 
nommée par Monge /a caractéristique de l'enveloppe. 


284. Tuéoriue I. — L'enveloppe est tangente à len- 
veloppée en chaque point de la caractéristique. 


En effet, soit M (x, y, z) l'un des points communs à 
l'enveloppe et à l’enveloppée; pour établir que lenve- 
loppée et l'enveloppe ont le même plan tangent en M, il 
suffit de montrer que si l’on‘prend x et y“pour variables 
indépendantes, la valeur de la différentielle totale dz 
sera la mème au point M, pour l’enveloppée et pour 
l'enveloppe. 

L'enveloppée étant représentée par l’ équation (1) où z 
a une valeur déterminée, la ie de dz relative à cette 
surface est donnée par l’équation 
(3) ca dx + Z dy + A dz -= 


que l'on obtient en différentiant I équation (1) dans l’hy- 
pothèse de æ constante. 

L'équation (1) peut aussi ètre prise pour celle de Pen- 
veloppe, pourvu qu’on regarde æ non plus comme unce 
constante, mais comme une fonction de x, y, z définie 
par l'équation (2). Alors, pour avoir la valeur de dz qui 
convient à l'enveloppe, il faut différentier l'équation (1). 
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dans TT de & variable. I] vient ainsi 


A = T = 
(4) m dx + Zaf dst; zZ da = 0; 


mais la dérivée partielle z étant nulle, d’après l'équa- 
tion (2), notre équation (4) se réduit à l'équation (3), 
la valeur de æ devant être ici tirée de l'équation (2). 
Comme cette valeur, pour les points communs à l’enve- 
loppe et à l’enveloppée, est précisément celle qui convient 
à l’enveloppée, l'équation (3) donnera pour l'une et 
l’autre surface la même valeur de dz, ce qui démontre 
le théorème énoncé. 


285. Considérons trois enveloppées répondant aux 
valeurs 
a, a+ âg, a+2ûu 
du paramètre, Ces trois enveloppées se couperont en 
certains points m, m',... dont les coordonnées satisfe- 
ront aux équations des trois surfaces, ou, ce qui revient 
au mème, aux trois suivantes : 


Af (r, 7, Z Af (x, Y, E 
6 Sensa =o Ve, enad o 


en posant 
Af (£, Y, 2, a) =f (£; Y, 3, a+ Aa) —f(x, 7,3, a) 
Af (z, Y, Z, a) =f (T, Y, 2, 2+ 24e) 
— 2f (£, Y, 3, a + da) Hfi, yY, z, a) 
Maintenant, si l'on fait tendre Aa vers zéro, les points 


m, m',...tendront vers certaines limites M, M’..., dont 
les coordonnées vérifieront les équations 


(6) Fr, z, a) —0, af Jn a Lf (a DL A ia PE 


da i da’ RÉ: 


auxquelles se réduisent les précédentes quand Ag s’éva- 
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nouit. Il est facile de voir que ces points M, M',... sont 
aussi les limites vers lesquelles tendent les points d'inter- 
section de la caractéristique 

* Af(r,7.3,a) 

de 
et de l’enveloppée 
S(r, Y, 2; a+ 4a)=0, 


lorsque l'on fait tendre Ax vers zéro. 

Il y a ainsi sur chaque caractéristique un ou plusieurs 
points tels que M, M',..., et le lieu de tous ces points 
forme une courbe dont les équations s'obtiendront par 
l'élimination de x entre les équations (6); Monge lui a 
donné le nom d'aréte de rebroussement de l'enveloppe. 


286. Tuéonkme Il. — Toutes les caractéristiques sont 
tangentes à l'aréte de rebroussement. 


Pour démontrer ce théorème, il suffit de prouver qu’en 
chaque point commun à la caractéristique et à l’arète 
de rebroussement, les valeurs de dy et de dz sont les 
mêmes pour les deux courbes, x étant prise pour variable 
indépendante. 


2 on ft pu RER < 
Représentons, pour abréger, par f’, f” les dérivées Io 
PF 
dz? 
(7) ECTE TET a) = 0, S'(£, Y, 23, 4) =0, 


et, en différentiant dans l'hypothèse de æ constante, on 





> les équations de la caractéristique seront 


aura les équations 
(8) 


qui détermineront dy et dz en ne point de la courbe. 
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Les équations (7) peuvent aussi être prises pour celles 

de l’arète de rebroussement, à la condition que æ y désigne 
la fonction de x, y, z déterminée par l'équation 


(9) F'(r, J, 3, x) — 0. 


Mais en différentiant les équations (7) dans cétte nou- 
velle hypothèse, on obtient toujours les mèmes équa- 


tions (8), car les termes -7 A ; da, t dz ou f 'da, f"da, 


qu'introduit la variation 4 æ, sont nuls par les condi- 
tions de la question. Comme x a d’ailleurs la même va- 
leur pour les points communs à la caractéristique et à l’a- 
rète, les équations (8) donneront, pour les deux courbes, 
les mèmes valeurs de dy et de dz; en conséquence ces 
courbes sont tangentes. 


Des surfaces développables. 


287. Nous appellerons surface développable toute 
surface qui est l'enveloppe d’un plan mobile. 

Soient a, boe c, p des fonctions données d'un paramètre 
variable et a’, b’, c', p’ leurs dérivées; I équation Tun 
plan mobile sera 


(1) ax + by + cz — p = 0; 


et celle de l'enveloppe s’obtiendra par l'élimination du 
paramètre entre l'équation (1) et la suivante : 


(2) a'x+by+cz—p =0; ‘ 


enfin les équations (1) et (2) appartiendront à la caracté- 
ristique. Cette caractéristique est ici une ligne droite et, 
comme elle est tangente à l’arête de rebroussement de 
l'enveloppe, on voit qu'une surface développable est le 
lieu géométrique des tangentes d'une courbe gauche. 
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L’arête de rebroussement de la surface développable 
peut se réduire à un point; cela arrivera si les fonctions 
a, b, c, p du paramètre sont liées entre elles par l’équa- 
tion 


(3) ax, + bYe + cz, — P=0, 


Los Yes Zo étant des constantes. Dans ce cas, les équa- 
tions (1) et (2) se réduisent à 


(4) a (x — x) +b (y — Y) ce (z— z) = 0, 
z a' (x — 20) + b' (y — 70) + d’ (z— z) = 0, 

et la surface développable est un cône qui a pour sommet 
le point dont les coordonnées sont £o, Yo: Zo. Enfin, si 
l’on pose 


Lo M, FE Ho 


m, n étant des constantes, et que l’on fasse tendre zg vers 
l'infini, l'équation (3) se réduira à 


(5) ant + bn + c—0. 


Si les fonctions a, b, e satisfont à cette relation (5), les 


équations (1) et (3) pourront être mises sous la forme 
<, 


(6) a (æ — mz) + b (y > nz)— p =0, 
a'(x— mz) + b' (y — nz) —p' = 0, 
* 
et elles appartiendront alors ¥ une surface cylindrique. 
Ici l’arête de rebroussement se réduit à á un point situé à 
l'infini. : 


288. Le pin mobile aa par une surface dé- 
veloppable n’est autre chose que le plan osculateur de 
l'arète de rebroussement de la surface. En effet, dési- 
gnons par + z les coordonnées d'un point de l'arête, 


et soient ab", c", p” les deuxièmes dérivées des fonc- 
X ki 2 


ma 
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tions a, b, c, p; on aura 
az + by + ez — p =0, 
a'x + by + ciz p =o. 
a" x by + c3 — p" = o; 
toutes les quantités qui figurent dans ces formules sont 
fonctions du même paramètre; nous prendrons ce para- 
mètre pour variable indépendante. Si l’on différentie les 
deux premières des équations précédentes, il viendra, en 
ayant évard aux deux dernières, 
adx + bdy + cdz =0, 
a' dx + b'dy + c'dz = 0; 
différentiant-la première de ces deux-ci et ayam égard à à 
l’autre, on aura 
adx + bd'y + cd'z— 0. 
Les équations 
adz + bdy + cdz=o, ad°r + bd!y + cd'z:—0 
montrent (n° 268) que a, b, c sont proportionnels aux 
cosinus des angles que fait avec les axes coordonnés laxe 
' du plan osculateur de l'arête ; done ce plan esculateur est 
précisément notre plan mobile. t 


289. Considérons une surface développable qūelconque ; 
soient À un point de l’arète de rebroussement à partir 


k * à [7 2 
2 SD | i 
R RS à ` t TM : 4 
vs rs SE « Oa À , à x 

I NE Xe KE \ 

+ ! + TA à \ 
a € 
T N 


duquel nous pepe Far cs de cette arète,et E le point 
qui répond à s = =S. Taseri iy vons dans l’ arc 
~ 


une ligne 
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polygonale ABCDE d’un nombre z de côtés dont les di- 
rections soient respectivement AB, BC, CD,...; dési- 
gnant ensuite généralement par s l'arc de l’arète compris 
entre le point A et l’un des sommets du polygone, pro- 
longeons le côté qui se termine à ce sommet d’une quan- 
tité £ = ?(s), 9 désignant une fonction quelconque; joi- 
gnons enfin chacun des points a, b, c,... qui terminent 
les lignes £ au point suivant. On formera ainsi une sur- 
face polyédrale composée de n — 1 faces triangulaires 
et qui sera limitée par la ligne polygonale inscrite dans 
l'arc S, les côtés extrêmes de cette ligne, et la ligne brisée 
abcd. Or, en faisant tourner les faces triangulaires Ddc, 
Ccb,... autour des côtés respectifs De, Cb,..., on 
pourra placer tous ces triangles dans le plan ABC du pre- 
mier d'entre eux; on obtiendra ainsi ce qu'on appelle 
le développement de la surface polyédrale. Dans ce déve- 
loppement les longueurs £ et les côtés des deux lignes 
brisées ABCDE, abcde demeurent invariables. 
Supposons maintenant que le nombre n des côtés de la 
ligne polygonale ABCDE augmente indéfiniment, et que 
chacun de ces côtés tende vers zéro, la ligne ABCDE aura , 
pour limite l'arc S, et notre surface polyédrale tendra à 
se confondre de plus en plus avec la portion de la surface 
développable limitée par l'arc AE de l'arète, les tan- 
gentes Ag, Ee aux extrémités de cet arc et un certain 


@rc de courbe ze, défini par l’équation 
Eei 


t—g(s), 


s étant l'arc AM de l’arète, et t la portion Mu de la tan- 
gente en M qui cst comprise entre le point de contact et 
l'arc de courbe ge. 

D'un autre côté, le développement de Ta surface polyé- 
drale tendra aussi vers une certaine limite, et nous dirons 
que cette limite est le développem nt de la portion de 


a 
- 
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surface développable que nous considérons. En particu- 
lier, la courbe plane qui est la limite de la Hgnè poly- 
gonale abcd après le développement de la surface polyé- 
drale sera le développement ou la transformée de la ligne 
courbe ae tracée sur la surface développable. Il est évi- 
dent que le plan ABC a pour limite le plan osculateur de 
l’arête au point A, lequel est tangent (n° 288) à la sur- 
face développable; aussi le développement dont nous ve- 
nons de parler est-il exécuté sur le plan tangent en A à 
la surface. Remarquons enfin que l'équation t =%(s), 
qui a lieu, par hypothèse, pour la courbe gs, subsiste 
après le développement. 


De la surface polaire. — Lieu des centres des sphères 
osculatrices aux divers points d'une courbe donnée. 


290. On a vu au n° 264 que si l’on représente par 
V—=o 


l'équation du plan normal en un point (x,y, z) d'une 
courbe, la droite polaire ou axe du cercle de courbure a 
pour équations 
V=o, dV—o, 
la caractéristique d étant relative aux coordonnées rec- 
tangulaires x, y, z et aux quantités qui dépendent de Ja 
mème variable indépendante; nous avons démontré enfin 
au n° 278 que les coordonnées du centre de la sphère 
osculatrice, pour le point (x, y, Z), sont données par les 
trois équations 
V=o, dV—o, d'V—o. 


H résulte de là que le plan normal d’une courbe a pour 
enveloppe une surface développable dont la caractéris- 
tique ou la génératrice est la droite polaire, et dont l’arète 
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de rebroussement est la courbe lieu des centres des sphères 
osculatrieés. Cette surface développable a reçu le nom de 
surface polaire. 

Il est évident que la courbe lieu des centres de conr- 
burc est située sur la surface polaire. 


a 


291. Nous avons donné au n° 281 les expressions des 
coordonnées £o, Yo, Z, du centre de la sphère osculatrice; 
ces expressions sont 








{ TAR 
to = x + Rcosi — fakes cos}, 
| ds 
TAR 
(1) i Yo =y + Rcosn — qy S> 
| TIR 
Us, = 23 + Reosi — —— cos», 
ds 
et l’on a, en outre 
T’ d R? 
; P. : 
(2) r=R+ Ta 


notre notation étant ici la mème qu’au n° 274. 
Si l’on différentie les équations (1) et (2) en faisant 
usage des formules du n° 274, et que l’on fasse 


; (Rés TaR 
(3) da= ($E a TE), 





en attribuant à ds, le sighe de ds, il viendra 
(4) derı =F ds cosh, dr, =Æ dscosu, dz = Æ ds,cos», 


et 





(5) rdr =F T ds. 


Les formules (4) montrent : 1° que ds, est la différen- 
tielle de l'arc de l’arète de rebroussement de la surface 
polaire; 2° que la tangente à cette arète est précisément 
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la droite polaire, ce qui est une confirmation des résul- 
tats obtenus précédemment. 

Mais on voit aussi que ds, peut être nulle, et alors l'a- 
rête doit se réduire à un point. Les formules (4) et (5) 
montrent que L,, Yo: Zp, r sont des constantes; la même 
sphère est osculatrice en chacun des points de la courbe 
donnée ; celle-ci est donc située sur cette sphère. 

On peut conelure de là que si une courbe est sphérique 
et située sur une sphère de rayon a, on a, par l’équa- 
tion (4), 


(6) R? + 75 = e. 


Mais si cette dernière équation a lieu pour une courbe, 
a étant une constante, il ne s'ensuit pas nécessairement 
que la courbe soit sphérique; en effet, il résulte seule- 
ment de l'équation (6) que l’on a 


r=a d'où dr=0o, 


et, d'après la formule (5), cette circonstance a lieu, non- 
seulement quand ds, est nulle, mais aussi quand dR est 
nulle. Lorsque dR = o, on a ds, = — a= et ds, ne peut 
être nulle que dans le seul cas où T est infini; quand 
T =œ, la courbe est plane, et comme son rayon de 
courbure est constant, elle est une circonférence de cer- 
cle (n° 494). 

Si l’on a dR =o ou R = const. et que T ne soit pas 
infini, l'équation (2) donne r = R et les formules (1) com- 
parées aux formules (3) du n° 264 montrent que le centre 
de la sphère osculatrice se confond avec le centre de 
courbure. On a donc ce théorème : 


Si le rayon de courbure d'une courbe gauche est con- 
stant, la courbe lieu des centres de courbure se confond 
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avec l'aréte de rebroussement de la surface développable 
enveloppe des plans normaux. 


292. Désignons par &o; 60; Yos Eos os Los Žo, Hos Vos Ros 
Te, les quantités analogues à æ, 6, y,..., et relatives à 
Parète de rebroussement. Faisons en outre abstraction du 
cas des courbes planes, c’est-à-dire du cas où T est infini. 

Les formules (4) pourront s'écrire comme il suit : 


(7) Cosa, = cosh, cos, = COSp, cosy — cos»; 


la différentiation de ces équations donne 


ds, ss z 
E cos% =Æ T COsE, 
(3 
dsa ds ; 
— sa =E COSr, 
R, COS ñ =F F A 
ds, ds , 
— cosh =Æ T cost, 
ê 
d'où ~ 
l ds 
(8) TT ou do, =d7, 
et 


(9) cos = cos, cosn —cosn, cost — cost. 


La différentiation des équations (9) donne ensuite, en 
ayant égard aux formules (7) et (8), 





ds, ds 
T, cos = F R cosg, 
ds, ds 
T COS u =F E cos, 
ds, ds 
T, COS y — R cos; 
d'où 
(10) Ti ou dr, = do, 


lo eo Te E 
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et 
11) Cosk, = COS, COSp, = COS6, COS, = Æ COS. 


En comparant ainsi la courbe proposée à l’arète de re- 
broussement de la surface polaire, on voit que pour les 
deux courbes la direction de la normale principale est la 
même, et que la tangente de chacune d'elles est parallèle 
à l'axe du plan osculateur de l’autre. En même temps les 
formales (8) et (9) expriment que la première courbure 
de l’une quelconque des deux courbes est égale à la se- 
conde courbure de l’autre. Il est évident que le signe am- 
bigu = peut ètre remplacé à volonté par + ou par — 
dans chacune des formules (7), (9), (11). Remarquons 
enfin que la formule (3) devient, en vertu de ce qui pré- 
cède, 

(12) + di = Rda + de 

293. Considérons dans le plan des xy la droite mo- 

bile représentée par l'équation 


(13) Xsins, — Ycuss, = R, 


l'enveloppe de cette droite sera déterminée par l'équation 
précédente, jointe à celle qu’on en déduit par la diffé- 
réntiation relative à la variable indépendante dont dé- 
pendent go et R, savoir 
X dR 

(14) . Xcoso, + Ysino, = —; 

5 das 
on tirera des équations (13) et (14) les valeurs suivantes 
des coordonnées de l'enveloppe : 








À dR 
X= +Rasnc, + COS Tos 
5 dc, 
1 
(15) dR . 
Y—=—Rocosc, + sin fs. 
do, 


(17) 


| 
| 
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et, en différentiant, 


dX — (Ras, +d E) cos c,, 
do, 


dY = (Ras, + d s | sin a.. 


ce qui devient, à cause de la formule (12), 
(16) dX =+ ds cosso dY =Æ ds, sincs. 


Ces formules expriment que, pour notre enveloppe plane, 
l'arc et la courbure sont les mêmes que pour l'arète de 
rébroussement de la surface polaire. 

Si l’on introduit, dans les équations (1) qui déterminent 
le centre de la sphère osculatrice, les coordonnées X, Y, 
avec les angles £o, no, Čo; Aos Hoy Yo qui se rapportent à 
l'arête, il viendra 


= ee X (cos5,cosz, — sin 7, GOSE,) E Y (sin &,COS4, -+ COS G COS, 


Ya = y Œ X (cosc, cos, — SIN co cosr,) Æ Y (sin c, COS, + COSG, COS% } 


le signe ambigu + doit être partout remplacé par + ou 
par —; on passe au surplus d’un signe à lautre en ajou- 
tant une demi-circonférence à l’arc co. 

Les formules (17) donnent immédiatement la solution 
du problème qui a pour objet de trouver une courbe 
quand on connaît le lieu des centres des sphères oscula- 
trices. Dans ce cas, toutes les quantités affectées de lin- 
dice zéro et qui se rapportent à l’arête sont des fonctions 
connues d’une même variable indépendante; les équa- 
tions (16) déterminent X et Y par leurs différentielles : 
après quoi les équations (17) donnent les coordonnées x. 
+, z de la courbe demandée. 


=: Æ$ X (coss, cosy, — sin Cost.) + Y (sin c, cos”, + COSG, COS% ); 
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Théorie générale des développées et des 
développantes. 


294. Lorsqu'une courbe AM plane ou gauche peut être 
décrite par l’une des extrémités d’un fil, d'abord enroulé 
sur une seconde courbe A’M'à laquelle il est fixé par son 
autre extrémité, et que l'on déroule de manière qu'il soit 
toujours tendu, la courbe A'M’ est dite unë développée 





. 
de la courbe AM. Réciproquement la courbe AM estune 


développante de la courbe A'M’. 


295. RECHERCHE DES DÉVELOPPÉES D UNE COURBE DONNÉE. 
— Nous désignerons (n° 274) par x, y, z les coordonnées 
de la courbe donnée relativement à trois axes rectangu- 
laires; par g, 6, y: E, Y, Ç; À, p, v les angles formés, avec 
les directions des axes, par la tangente, la normale prin- 
cipale et laxe du plan osculateur; par s l'arc de la 
courbe, par R et T les rayons de courbure et de torsion. 
Les quantités analogues relatives à la seconde courbe se- 
ront représentées par les mêmes lettres accentuées. 

Cela posé, si l’on fait ` 


{ 
\ 


(1) u= MEJ — x} + Q’ — r; poys 2}; 


les conditions pour que A'M’ soit une déyéloppée de AM 


28 
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seront 

(2) z’ — r = u cosa’, y'—y=—ucosé, z’ — = ucosy', 
avec 

(3) ds —- du. 


Si l’on différentie la première équation (2) en faisant 
usage des formules du n° 274, il viendra 


, 


uds 
ds' cosa’ — ds cos x — R7 S E + du cosa’, 


ou, à cause de l'équation (3), 








udu y 
ds cosa = — FY COSE ; 
on aura de même 
ndu 
ds cas = — K cosx , 
> 
® udu i 
ds cosy = — TR cos£'. 
Ces trois formules donnent ” 
udu 
(4) ds = R’ s 
puis‘ 
(5) cosË = — cosa, cosn = — cosh, cosg’ = — cosy, 


ce qui exprime que la normale principale au point M’ de 
la développée est parallèle à la tangente au point corres- 
pondant M de la développante. Les tangentes aux deux 
courbes sont donc perpendiculaires, et l’on a 


(6) cosa cosa’ + cos6 cosË” + cosy cosy’ = 0. 


P 


Différentiant cette équation par le moyen des formules 


comian = a nn maté 04 
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du n° 274 déjà rappelées, on trouve 
Ja rapp 


s 
— (cos? cosa’ + cosn cos’ + cos% cosy’) 
se à 


+ {cosa cos’ + cos6 cosx’ + cosy cos%') = o, 


ou, à cause des formules (3), (4), (5), 


pa + ’ t R 
(7) cosķ cosa’ +- cos COS6" + cos¢ cosy" = —. 
u 
On a aussi 
(8) così cosz’ + cosp cos" + cosy cosy = -E — 
u 


car on trouve une identité en ajoutant les équations (6), 
(7), (8), après les avoir élevées au carré. Si l’on ajoute 
ces mêmes équations, après les avoir multipliées d'abord 
par cosa, cosé, cos}, puis par cos, cosy, cosu, puis 
enfin par cosy, cos, cosy, il viendra 


i PARU 
, R d R? 
cosx = — COS ë + 1— — cos}, 
u w 
(9) { cos = - Noga + TE — — ! cosp, 
u 
, R 7 R? 
cosy = — cosg + 1— — COS, 
-n u? 


et les équations (2) deviendront alors 


a! = x + R cosẸ + ya — R? cosh, 
(10) £ 3! =y +R cosn + yu — R’ cosp, 
ps z! = z + R cosg + Vu’ — R’ cos». 
Toutes les quantités relatives à la courbe AM sont don- 


nées en fonction d'une certaine variable indépendante ; 
donc, lorsque l’on connaîtra l'expression de # en fonction 
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de cette même variable, les équations (10) détermineront 
complétement la développante demandée, 

Pour trouver u, il suffit de différentier l'équation (5): 
cela donne 


+ 


s " 
a (cos cos’ + cosn cosn + cos% cos¢') 
ds r , , , 
— g (cosacosa + cosé cosŝ' + cosy cosy’) 
ds 5 ' ' 1y R 
—T (cos? cosz' + cosp cos#" + cosy cosy") = ds 
t 


ou, à cause des formules (5), (6), (7), (8), 


2 
(11) dÈ edy -$ =, 
u u 


PE a ds a 
en écrivant dr au lieu de Pour représenter l'angle de 


contingence relatif à la deuxième courbure. 
Telle est l'équation qui détermine u. Si la courbe pro- 
posée est gauche, dz n’est pas nul, et l'équation (11) donne 


la premier membre est la différentielle de l'arc dont le 
: R Fe 
cosinus est—; on à donc, en désignant par g une con- 
stante arbitraire, 
R 
arc cos = =t +g, 
ou 
R 


| R , 
(12) ”- = cosin g) SAR ra 


CHAPITRE IX. 43y 
Si la courbe proposée est plane, l'équation (11) se ré- - 


duit à ő 


PL = 0; 
tt 


et l'on a 


p 


(13) 2 = cosg, u= 5 ; 
u cosg ` 
g désignant une constante arbitraire; cette valeur de u est 
donc donnée par la formule (12) du cas général, quand 
on y suppose 7 = 0. 
En substituant dans les équations (10) la valeur de u 
qu'on vient de trouver, on obtient : 
{zx -+ Rocos: + Rtangir + g)cos}, 
(14) < y == + R cos» + R tang (7 + g) cosu, | 
j z -= 3 + R cosg + R tang (7 + g) cos». 


Les seconds membres de ces formules sont des fonctions 
données d’une mème variable indépendante ; elles renfer- 
ment cependant la quantité +, arc de la courbe sphérique 
qui mesure la deuxième courbure de la courbe proposée, 
et la détermination de +, en fonction de la variable indé- 
pendante adoptée, exigera dans la plupart des cas des opé- 
rations qui sont du ressort du calcul intégral. Les équa- 
tions (14) renfermant une constante arbitraire g, on vait 
que la courbe proposée a une infinité de développées. 


296. Désignons par x, Yı, Z; les coordonnées du centre 
de courbure M, relatif au point M, et soit A, M, la courbe 
leu de ce centre; on a (n° 264) 


(15) max+Reosë, 1, => + Roeosr, z= z -+ R cosg. 


* Quelque valeur que l’on donne à la constante g, les va- 
leurs de x’, y', z’ ne pourront jamais coïncider avec celles 
de æ,.7:, Z, si + n'est pas nul; donc la courbe lieu des 
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centres de courbure n’est jamais une développée dans le 
cas d’une courbe gauche. ù 
Les équations (14) et (15) donnent 


1 LA 4 -~ 
z'— +, F7 —A 


(16) = 


così cosp ` cs» 





ce qui montre que les points M’ des développées , qui ré- 
pondent au point M de la courbe AM, sont sur la droite 
polaire M,M, relative au point M. Il résulte de là que 
toutes les développées de la courbe AM sont situées sur 
la surface polaire, qui est ainsi le lieu géométrique de ces 
développées. 

Enfin les développées que représentent les formules (14) 
sont toutes des courbes gauches, à l'exception de celle qui 
répond à g = o, dans le cas où + est nul. En effet la dif- 
férentiation des formules (5) donne (n° 274) 


do’ cosa’ + dr’ cos À = da cosE, 
do’ cos6” + dr’ cosu’ = ds cosr, 
do’ cosy" + dr'cosy = do cost, 
d'où 
do + dr” = do; 


si donc dt’ est nul, on aura do’ = do et 


cosa’ = cos, Ccos6—Cosr, cosy — COS, 
ce qui exige, d’après la formule (7) ou (8), que l'on ait 
u =R, 
mais cette valeur n’a lieu que si la courbe AM est plane, 
et elle répond à la valeur g = o. Dans ce cas de 7 = o; 


g= 0, le point M’ coïncide avec le centre de courbure M, ; 
donc : 


1° Les développées d'une courbe gauche sont toutes 
des courbes gauches. 
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2° Une courbe plane n'a qu'une seule développée 
plane qui est le lieu de ses centres de courbure. 


297. DÉVELOPPEMENT DE LA SURFACE POLAIRE. — Nous 
rapporterons à l'arête de rebroussement de la surface po- 
laire le système des développées de la courbe donnée et 
le lieu de ses centres de courbure. Retranchant donc des 
coordonnées x’, y’, z', et x, Y1, Z, données par les équa- 
tions (14) et (15) les coordonnées xo, yo, z, du centre de 
la sphère osculatrice (n° 290), on aura 


d 

2 — re = [R tlang(r + g)+ T] cos}, 
d 

yrn E= [R tang(7 + g) + T] cosy, 
sT 


d 
2 — [R tang(t + g) + T] cosy, 


et 
dR 
Ti — T = T h . 
ET dR 
5 dz 
v dR- 


Z, — Z% = -— COS; 
z 


cosy, 


mais ne voulant introduire que les quantités relatives à 
l’arête, nous remplacerons cos}, cosp, cos par cOSgo, 
cosĝ,, coso auxquels il est per mis de supposer respēcti- 
vement les mêmes signes, puis dr par d5, et de 11 
par c. Je poserai en outre 


R =X sinc, — Y cosc, 3 
dR > +7 
— = X cosa, + Y sinc, 
do, 


et les nouvelles variables X et Y seront déterminées, en 
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fonction des seules quantités de l’arète, par Jes formules 
(17) dX = ds,cose, dY == ds,sincs,” 


comme on l'a vu au n°293. Alors les formules précé- 
dentes deviendront 











e Ne 7 E 

; COS % cosé, cos}, cos(a, + g) 

Ai de Mi de LH — 2% 

19) — =- == © = (Xcose, + Ysinc,). 
"cos cosé, cos}, 


Cela posé, supposons que l’on ait choisi pour le plan 
des xy un plan tangent à la surface polaire et exécutons 
le développement de la surface dans ce plan; conservons 
les mêmes lettres pour représenter les diverses quantités 
de ces formules, après le développement. Comme les 
points M,, M,, M'sont toujours en ligne droite et que 
leurs distances mutuelles sont invariables, ainsi que les 
arcs $, et co, les formules (18) et (19) subsisteront sans 
modification. Mais, après le développement, z, z;,, z' 
sont nuls; l'arête est devenue une courbe plane et 45, peut 
être pris au lieu de 2, ; on peut mème supposer xo = To, 
à cause de la constante arbitraire g qui accompagne vo; 
d'après cela, on aura 


COS, = COSG,, COSS, = SİN Fo, COSY; = O. 


En outre, les formules (17) montrent que dX et dY ne 
sont autre chose que dx, et dya; on peut donc faire 


á X—:r, Yey, 


à cause de l'indétermination de l’origine des axes. 
D'après cela les transformées des développées auront 
pour équations 
- T — Ts  Y'— (r, cosg + 7,sing) 
2e mi niet EPE draad 1 8 


20} aa - e =: 
| cos Sin co cos (7 +g) 
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et Ja transformée du lieu des centres de courbure sera 
elle-même représentée par les équations 


| Li du Vi — Yo i 
(21) = ———— = — 2, COS0, + Yo SIN To)e 
COSG, sms, ` d 


On peut éliminer des équations (20) £o, 7o et co; cette 
élimination donne 


(22) 2" cosg — y'sing —0, 


et de là résulte ce théorème : 


Taéonème I. — Les développées d'une courbe quel- 
conque se transforment en des lignes droîtes passant par 
un point fixe F, après le développement de la surface 
polaire. 


Et, comme les longueurs des arcs ne changent pas, dans 
le développement, on peut ajouter que les développées 
sont, sur la surface polaire, les lignes les plus courtes 
entre deux de leurs points; elles sont, comme on dit, des 
lignes géodésiques. 

La formule (21) comprend les deux équations 


Vide = (2, — 2) tango, 


Yı — A COS o; 


La première représente la tangente au point (Xo, Yo) du 
développement de l’arête; la seconde équation est celle 
de la perpendiculaire abaissée de l’origine F sur cette 
tangente. On a donc cette autre proposition : 


Tutorème I. — Le lieu des centres de courbure 
d'une courbe gauche devient, après le développement 
de la surface polaire, le lieu des pieds des perpendicu- 
laires abaïssées sur les tangentes de l’aréte transformée, 
par le point d’intersection de toutes les développées. 
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298. Il faut remarquer le cas particulier où la courbe 
donnée est sphérique et celui où elle est plane. Dans le 
premier cas, la surface polaire est un còne ayant pour 
sommet le centre de la sphère qui contient la courbe ; 
toutes nos formules subsistent. Lorque la courbe donnée 
est plane, la surface polaire est un cylindre qui a pour 
section droite la développée plane de la courbe donnée. 
On peut supposer ici cos À = 0, cosu = 0, cosy = 1, 
et z, —0, alors on a par les formules (14) (n° 296) 


s T =r, =, Z =R tangg; 


l'origine de l'arc s, étant indéterminée, on peut prendre 
R = s,. Après le développement de la surface polaire, 
sı devient dne abscisse rectiligne, et les transformées des 
développées sont des lignes droites représentées par l'é- 
quation 


z = s tang g; 


ces développées, dont la tangente fait un angle constant 
avec la direction des génératrices de la surface polaire, 
ont reçu le nom d’hélices. 


299. RECHERCHE DES DÉVELOPPANTES D UNE COURBE 
Donnée. — Les équations du problème sont, comme au 


n° 295, 


a! — x —=ucose, y'—y—ucosé, 2 —2:—ucosy, 


ds' — du; 


mais la solution est beaucoup plus facile que celle du 
problème inverse, car ici x’, y’, z’, æ’, 6', y’, s' sont ex- 
primées en fonction d'une même variable, et on en con- 
clut immédiatement les valeurs de x, y, z en fonction 
de cette variable. On a en effet 


u= s +g, 
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g étant une constante arbitraire, et les équations précé- 
dentes donnent ensuite 


z= x —(s + g)cosa, 
2 —=)"— (s + gjcosi, 
2— 21 — {s' + g' cosy’. 
On voit qu’une courbe quelconque, plane ou gauche, 
a une infinité de développantes. La seule difficulté de ce 
problème réside dans la détermination de larc s’, dont 
la différentielle est en général seule donnée. La recherche 
de s’ est du ressort du calcul intégral. 


Application des théories précédentes à P Hélice. 


300. Les coordonnées rectangulaires de l’hélice ordi- 
naire peuvent être représentées par les équations 


0) x=acosę, y= asing, z= aşcoti, 


i étant un angle donné, et a le rayon du cylindre auquel 
appartient l'hélice. Nous conserverons toutes nos nota- 
tions; éélles-ci étant toujours les mèmes, il serait superflu 
de les rappeler ici. 

La différentiation des équations (1) donne 


dr = — asingdo, dy =a cosgdg, dz=a docoti, 
d'où 
ado 
(2) ds = =—— s 
sini 


et, par suite, 
(3) cosa —--sinisin, cos — sini cosy, cosy = cosi: 


la dernière de ces équations montre que la tangente à 
l'hélice fait avec l'axe du cylindre un angle constant 


égal ài. 


= 
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La différentiation des équations (3) donne 


cos£dr = — sini cossdy, 
cosnds = — sini sin? ds. 
coside — 0, 
d’où 
(4) de = sinide, 
et 
(5) cosi : — cos, cos: = — siny, cos; — 0, 


puis, par les équations (3) et (4), 
. a 
(6 R = >, * 

d sin” 

Les formules (5) moutrent que la normale principal 
on la direction du rayon de courbure est perpendiculaire 
à laxe du cylindre; et, d’après la formule (6), le rayon 
de première courbure de l’hélice est constant. | 

La différentiation des équations (5) donne 

coszdo + cosidr = —sinyde, 
cos6 do + cosudr = cosode, 


cosyds + cosy dr —0, . 


ou, à cause des formules (3) et (4), 


cos. dr = — cos’isingds, 
cosy dz = cos'i cospd®, 
cosy dr = — cosi sini dg. 
On tire de là 
(7 dr = cosido, 
et , 
(8) cos} = — cosi siny, cosu = cosi cosy, cosy = — sini; 


puis, par les équations (2) et-(7), E 


a 
(9) TPT 
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On voit que le plan osculateur faivun angle constant 
avec łe plan de la section droite du cylindre, et que le 
rayon de la seconde courbure est constant. 
Le centre de la sphère osculatrice coïncide ici avec le 
centre de courbure; ses coordonnées sont 


o, x -+ Rcosž — à cot’ icos y, 
(10) j” =1 y + Rcosz =- — acot isin q, 
z 5 3 -+ Rceosý- agcoti. 


Il résulte de ces formules que l'arête de rebroussement 
de la surface polaire est une hélice située sur un cylindre 
qui a le mème axe que le cylindre de l'hélice donnée, ct 
dont le rayon est acot? i. 

L'équation du plan normal est 


— sini sine (r — a coso) + sini cose (y — a sing) 
-+ cosi (3 — a ọ coti) =— 0, 
ou 


(11) —- tsino + 7 coso + z coté = ayot i. 


La dérivée de cette équation par rapport à & est 
(12) — x cosy — y sin? = a cot’ i; 


on-aura donc l'équation de la surface polaire en élimi- 
nant ọ entre les équations (11) et (12). Cette surface est 
dite un hélicoïde développable; sa trace sur la base du 
cylindre a les deux équations 

— x siny + y COSY = ay cot À 
( 13) | , 7 a ? ? , 
| — zsing — y cosy = a cot’ i, 
et, par conséquent (n° 244), cette trace est une dévelop- 
pante d'ün cercle de rayon égal à a cot? i. 

Enfin, comme l'équation (7) donne 


z= o cosi + const., 
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les développées de ľhélice seront représentées par les 





équations 
j a a cosi , A N ' 
r = — a col’ i cosg — iny 0? tang (ọ cosi +g), 
sim; 4 \ } 
} TE a cosi s , 
(13) : y = — a coti sing + ——— cosy tang{ẹ cosi + g), 
sin’i ` 


| a : 
z = ay ecoti — —— tang (y cosi + g), 
sin & 


où g désigne une constante arbitraire: et, à cause de 


a 
s=- -+ consl., 


sın z 





on aura, pour les développantes, 


| a soa l 

Mt +g) sini sinp, 
(14) { . aq > © ` 

i = 'asing — ni E sin į COsY, 


z = — g cosi; 


Ces développantes de l'hélice sont des développantes de 
cercle, ce qui s'accorde avec le résultat obtenu au n° 298. 


301. L’hélice a, comme on vient de le voir, ses deux 
courbures constantes; il est facile d'établir qu’elle est la 
seule courbe qui possède cette propriété. 

Pour le démontrer, considérons une courbe dans 
laquelle les rayons R et T des deux courbures sont sup- 
posés constants. D'après les formules (2) et (3) du n°274, 


on à 
Ré cosa — Td così = 0, 


Rd cos — Td cosu = 0, 


R4 cosy — Td cosy = 0, 
par conséquent, Jes différences 


R cosz — T cos), R cos — T cosa, R cosy — T cos» 
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sont constantes, et comme la somme de leurs carrés est 
égale à yR" + T°, on aura 
R cosa — T così = VR: + T cosa, 
R cos& — T cosp — VR’ + T’ cosh, 
R cosy — T cos» — yR + T’ cosc; 
a, b, c désignant les angles qu’une droite fixe arbitraire 
fait-avec les axes. On peut faire coïncider l’axe des z avec 
“cette droite, il vient alors 
R cosa — T così = 0, ain 
(i) R cos6 — T cosp = 0, $H 
R cosy — T cos» — yR? + T:. 





Retranchons les deux premières de ces formules F üne de 7 
l'autre, après les avoir multipliées par cosn et cos. res- 

pectivement; retranchôns également la première et la 

troisième multipliées par cos£ et cos£; puis la seconde 

et la troisième multipliées par cos£ et cos% ; on aura, par 

les formules du n° 265, 


Tcosa + R cos} — + WA? + T'cosn, 
(2) T cosé + R cosy — — yR? + T’ cosẸ¥, 


T cosy + R cosy = 0. 


Ces équations, combinées avec les précédentes, donnent 


/ —T 
cosa = Jm ET coSn, 
+T 
(3) cos6 = PCR cos, 
R H 
cosy = -== 
yR +T 


On doit remarquer que l'analyse précédente suppose 


seulement que le rapport z des deux courbures soit con- 


l. 29 
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stant; la dernière des équations (3) montre que la tan- 
gente de la courbe fait avec l’axe des z un angle constant. 
On a donc ce théorème : 


Si les deux courbures d'une courbe ont entre elles 
un rapport constant, cette courbe est une hélice tracée 
sur un cylindre dont la base est une courbe quelconque. 

Des équations (3) on tire 

cosa cos + COS 5 COSn = 0, 
d'où il résulte que cosy cos¢ est nul; donc cos¢ = o. 
Alors on peut écrire 


cos» = sině, 


per 
W 


en différentiant la première des équations (4), on a 
Se 


cosa — + siny sin, 
cos6 — — siny cos%; 


i. i f . 
< cosË — siny cosě dE, d'où ds= R siny dE, 
mais les mêmes équations (4) donnent 
ai inysinë a i 0 
g 1 NF De siny cos 
et lon a aussi 
dz | 
T = COS; 


donc 
dx = R sin°y sinE dE, 


dy = — Rsin’ycosE dE, 

dz = R siny cosy dý. 
Nous avons supposé constant le rapport de T à R; on voit 
que si le rayon R est lui-même constant, les coordonnées 
ne différent des quantités 


— Rasin’ycosé, —Resin’ysin£, — REsinycosy 


4t 
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que par des constantes, et l’origine de ces coordonnéés 
étant arbitraire, on pourra poser 


(5) c= — Rsin'ycosé, y= — Rsin’y sing, z = R Ẹsin y cosy; 
les équations (5) appartiennent bien à une hélice ordi- 


naire dont le rayon de courbure est R. 


De l’ordre du contact de deux courbes quelconques. — 
Des courbes osculatrices. 


"302. Considérons deux courbes quelconques MM, 
MM, ayant au point M la tangente commune MT. Pre- 
nons sur la courbe MM’ un point M’ infiniment voisin 





de M et menons, par ce point, le plan M'PM, perpendi- 
culaire à la tangente MT; soient M’, et Plespéinisoù ce 
plan rencontre la courbe MM! et la droite MT. Nous 
dirons que les deux courbes MM’, MM’, ont auvpoint M 
un contact de l’ordre z, si la distance M'M' estun infi- 
niment petit de l'ordre n + 1, MP étant l'infiniment peut 
principal. Il est évident que dans l'estimation de l’ordre 
du contact, on peut, à l’infiniment petit principal et à 
l'infiniment petit caractéristique du contact, substituer 
deux autres infiniment petits dont les rapports aux pre- 


miers tendent vers des Hmi finies. Par exemple, si 
l’on mène par le point M’ ur Jan MG N E ginea à un 
plan fixe non parallèle à la tangen T, que N et Q 


soient les points où ce plan rencontre la courbe MM" et la 
29. 
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tangente MT, on pourra prendre MQ pour infiniment 
petit principal et M'N pour infiniment petit caractéris- 
tique. En effet, menons la.corde NM, les angles N et M’, 
du triangle NM'M', tendront vers des limites finies; ces 
limites sont les angles formés par la tangente MT avec 
des droites situées respectivement dans deux plans fixes 
non parallèles à MT ; il résulte de là que le rapport des 
côtés M'M', et M'N du triangle M'M' N tend vers une li- 
- mite finie. D'un autre côté, M'P et QP sont infiniment 
petits par rapport à MP; car r 


M'P — MP tangM'MP 


et l'angle M'MP est infiniment petit; en outre le rapport 
de QP à M'P est la cotangente de l'angle M'QP qui a 
une limite finie ; il en résulte que le rapport de MQ'à MP 
a pour limite l'unité. 

Cela@bosé, projetons la figure sur un plan perpendi- 
culaire au plan M'NQ et soient mm’, mn, mg, les projec- 
tions des courbes MM’, MN et de la tangente MQ. La 





droite MT n'étant pas perpendiculaire au plan de projec- 

š Se M A 

tion, la limite du rapport Me , une valeur finie; le rap- 
mq 


port des infiniment petits M'N, m'n a aussi une limite 
finie, à moins cependant que M’N ne fasse un angle infi- 
niment petit avec l'axe du plan de projection; dans ce cas 


le rapport mi est infiniment petit 
. TAPPort AN © EE 


Il résulte de là-que, si les deux courbes proposées ont 


* 
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# 


# au point M un contact de l’ordre z, les projections de ces 
‘courbes sur un plan non perpendiculaire à la tangente 
¿commune ont un contact dont l’ordre est au moins égal 

à,n. Cet ordrésn'est supérieur à n que si M’N fait un 
@nglé infiniment petit avec l'axe du plan de projection, 
et comme celte circonstance ne peut pas se présenter pour 
deux plans de projection non parallèles, on a ce théo- 
rème : 


` Pour que deux courbes aient en un point donné un 
contact de l’ordre n, il faut et il suffit que leurs projec- 
tions sur deux plans non parallèles aient un contact de 
l’ordre n au moins. 


Nous n’avons considéré que des projections orthogo- 
nales, maïs il est facile de voir que le précédent énoncé 
subsiste quand on fait usage de projections obliques. Au 
moyen du théorème que nous venons d'établir, ©n expri- 

‘mera les conditions du contact des courbes gauches, par 
. la méthode du n° 211 qui se rapporté aux courbes planes. 


303. On nomme courbe osculatrice en un point d'une 
courbe donnée, celle des courbes d’une espèce donnée 
qui a, avec la courbe donnée, le contact de l’ordre le plus 

. élevé. Si la courbe d’espèce donnée dépend de 27 ou de 
2n + 1 paramètres arbitraires, on pourra établir un con- 
tact d'ordre n —1 entre les projections des deux courbes 
sur deux plans non parallèles; ces courbes auront donc _ 
elles-mêmes un contact d'ordre n — 1. Si le nombre des 
paramètres est 27 +1, l’un d'eux demeurera indéter- 
miné, on pourra en disposer de manière à satisfaire à une 
condition nouvelle, mais il ne suffira pas en général pour 
élever d'une unité l’ordre du contact, 


pm jh r. d 
aa: 1° 

Erek 2 à a 
ED 

Eg 





+ 


La 


ag 
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Du cercle osculateur en un point d’une courbe gauche. 
— Son identité avec le cerclé de courbure: b 


304. Il n'y a que six arbitraires dans leš équatronstdu 
cercle; savoir les coordonnées du centre, le rayonset deux 
des angles que fait l'axe du cercle avec les’axes coor- 
donnés. On a ici 27 = 6, n — 1-2: dontde contact 

* d'une courbe avec son cercle osculateur est du deuxième 
ordre. Or, on a vu (n°282) que les projections d'une 
courbe et de son cercle de courbure sur un plan ont un 
contact du deuxième ordre; les deux courbes ont donc 
elles-mêmes ce contact (n° 302), et il s'ensuit que le 
cercle osculateur n’est autre chose que le cercle de cour- 
bure. : 


Du contact des surfaces courbes. 


303. Considérons deux surfaces passant par un point M 
et ayant en ce point le rnème plan tangent. Menonsun, 
plan par la normale commune GH; ce plan coupera les 
surfaces suivant deux courbes MM’, MM: qui auront, 
en M, la même tangente MT ; l’ordre z du contact de ces 


courbes pourra varier avec le plan normal GHT. Si, pour 
tous les plans normaux menés par GH, l'ordre du contact 
_des sections faites dans la surface n’est jamais inférieur 
à n etque cet ordre ne soit pas non plus supérieur à n, 
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pour toutes les sections, on dit que les deux surfaces ont 
` au point M uncontact de l’ordre n. 

Supposons les axes coordonnés choisis de manière que 
celui des z soit parallèle à la normale GH et que les deux 
autres soient parallèles au plan tangent; si l’on désigne 
par x, y les deux coordonnées du point M parallèles aux 
axes des x et des y; par Z et Z’ les ordonnées des surfaces 
qui répondent aux abscisses 


T+Ar—x+peosw, y+ Ayy + psino, 
il faut et il suffit, pour le contact d'ordre n, que la diffé- 
rence 
Z— 7 
soit un infiniment petit de l'ordre n + 1, au moins rela- 
tivément à p, quel que soit l'angle w. Or, z et z’ étant 
les valeurs de Z et de Z’ qui répondent à p = 0, on a 








dz d?z d"2 
L=z4+— ++ — + Resi 
.2 n 
dy d’? d'z 
ETE E +.,.+ S 
I 1.2 1.2...7 


donc les conditions du contact sont 
z'= 5, ds =d d'# = d's,..., d“s —d"s, 
les valeurs de dx et dy étant pcosw et psinw. 

Maïs comme ces conditions doivent avoir lieu quel que 
soit ù, on voit qu'il est nécessaire et suffisant pour le 
contact d'ordre z que les ordonnées z des deux surfaces 
soient égales au point M, ainsi que toutes leurs dérivées 
partielles correspondantes, jusqu'à celles de l’ordre z 


inclusivement. Le nombre total de ces conditions 
{nr +i)(n +9) 


Cette conclusion subsiste quels que soient les axes 
auxquels les surfaces sont rapportées. En effet, si l'on exé- 
cute une transformation de coordonnées, chaque dérivée 
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partielle d'ordre u, de la nouvelle ordonnée z de l'ung 


des surfaces relativement aux nouvelles abscisses, s’expri- 
mera, comme on sait, par une fonction qui contiendra les 
dérivées partielles de l’ancien z relativement aux an- 
ciennes abscisses, jusqu’à celles de l'ordre p inclusivement, 
Donc les égalités qui ont lieu à l'égard du système d'axes 
que nous avons choisi ont lieu également, dans le cas d’un 
contact d'ordre n, relativement à un autre système d’axes; 
notre raisonnement prouve aussi que la réciproque a lieu. 
Il faut seulement remarquer que si l'axe des z du nouveau 
système était parallèle au plan tangent, les dérivées par- 
tielles du premier ordre seraient infinies, et les formules 
illusoires. 


306. Si l’on considère une surface donnée et une fa- 
mille de surfaces dans l’équation desquelles figurent # ar- 
bitraires, on pourra nommer surface osculatrice de la 
surface donnée en un point donné, celle qui a aveg celle-ci 
le contact de l’ordre le plus élevé, Mais cette considéra- 
tion ne conduit à aucun résultat important; la surface 
osculatrice, telle que nous venons de la définir, aurait avec 
la proposée un contact dont l’ordre n serait le plus grand 
entier satisfaisant à la condition 

(a+) { rta aek 
et le plus souvent il resterait des arbitraires indéterminées 
dans l'équation de la surface osculatrice. 

Dans le cas du plan on a k = 3 et n = 1; le plan oscu- 
lateur a un contact du premier ordre, il n'est autre que 
le plan tangent. Dans le cas de la sphère, on a k = 4 puis 
n = 1; mais il reste une arbitraire non employée. Il est 
évident qu'il n’y a point lieu d'admettre pour une surface 
de sphère osculatrice. 


— té ee à nee 
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4 tés 


DES: LIGNES rer. SUR LES SURFACES COURBES. — 
ÉTUDE DE DIVERSES CLASSES DE SURFACES. 


Expression du rayon de courbure d’une courbe tracée 
sur une surface donnée. — Théorème de Meunier. 


. - 807. Nous désignerons par x, y, z les coordonnées 
~ rectangulaires de la surface donnée, et nous posérons 


(1) f dz = pdx + qdy, 
(2) | dp = rdz + sdy, 


l dq = sdz + tdy. 


Si l'on prend x et y pour variables indépendantes; on 
aura, par ces formules, 


d?z = rdx? + 2sdx dy + tdy?. 


Cela posé, considérons une courbe AM tracée sur la 
surface. Soient M (x,y,z) un point de cette courbe, 
MT la tangente en M, et MN la normale principale dont 
la direction est celle du rayon de courbure; soit enfin IK 


- 


la normale en M à la surface. Désignons par æ, 6, y les 
angles que fait la direction MT de la tangente*avec les 


« 


“A 
e 


+7  * +. 


s 


sá p d 
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la normale principale; rayon dé courbhut 

courbe au point M et pare F Barbie! de Ihre AM 
comptéà pamir d'une origine quelconque’A. Àlor ; 
l'angle dé cohtingence et R de exprimera la 
degläre AM. On aura donc, comme.on l'a® 
Chipiue précédent (n° 260 et 263), gE 


(3) dr—Rdscosa, dy — Rdocosé, Sr 


particsééikivesiile à Pine: 
gles formés avec les mo par l 
1 


et” 
(4) dcosa = da cosé, dcos — da cosn, dceosy = da cos. 
Maintenant, d’après la formule (1), les angles que forme, | ve 


avec les paries positives des axes, l’une des deux direc-' $ 
tions de Ja normale IK de la surface ont pour cosinus 


— p I 
; ce 





4 Virr+r = +g ETET; 


le radical yı p +" étant pris avec un signe quel- 
conque. Ce signe ayant été fixé à volonté, la direction de 
la normale à laquelle il correspond sera P EA soit 
MK cette direction. Désignons enfin par 8 l'angle compris 
entre o et x que forment entre elles les directions MN et 
MK, on aura 

cost — -— p COSE - =g cosa 

VIFF 


ou, à cause des formules (4), 


cos — 








dcosy — pd cosa — qd cosh 
T a 
En substituant dans les formules (1) et (2) les valeurs 
de dx, dy, dz tirées des formules (3), on obtient 


(61 3 cosy = p cosa + q COS6, 


(5)  docoso — 












. en fonction des q 


- P ` 
è m ‘ 
> R + 
:* b ` 
T 7 à 
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iey Sdp cosz +- ro 


e-ci exprime le 


_gles qui 


mu : signe de cos LN 


Ja formules(9). 


508. Taéonks zE Meuxien. — sidé rons mainte- 
nant Ja section btend£: coùpint la surface 
par le plan des IK. Soit Ry le rayon de cour- 
bure au point tion; l'angle ĝ sera ici ooun; -~ 
par conséquent, lý le (9) donnera 


R, ETETA 
Hi — rcos’a + 25 co$a cos6 + teos’ 
et l’on aura, en aial, 
(10) < . K= + R,cosô, 
le signe ambigu + devant être remplacé psr ou par —, 
selon que 0 est inféricur ou supérieur à àT Era 


La formule (10) exprime Pini a de 
Meunier qui consiste dans la proposition suivante:  } 


à 
ï . E 
Lr ka PE 
. | # », > 
: 4: 
s Sa - 
* KS 
a p É 
+, ža e > 4 


7 È, 
e(o Sant ensuite Lx? 
3 R 


k 


E ontient la tag vente à lé cour 


5 


x». 


MEL” 
*, D’après le théorème E Beanies, la comparaison des 


s 
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e par le 
Tdel'angléque le plaide cette Mn ré 
ri de la courbes x æ 





a sh 
Se ce théorème condi Siasi iiement à.cé 


‘jnencé remarquable : s Ms RG pi Le 
Conor1 AE t l’on con 






ei ue sphère qui ait ` 
“méme centre el même rayon que le role de courbure 


FF 








une section. normale faite dans: surface, 
ns menés per la tangente à cette Qurbe coup 
splière suivant dés petits cercles qii ser ont les cer 
courbure des’ Sections obligues faites dans la surface 


par les mêmes plans. LE 


Le Éter : 7 lp, 


“ courbures des diverses courbes que l’on peut tracer sur 


une surface par un point donné se ramène à la compa- 
raison des courbures des sections normales. à a 
C2 a: 
š > 
Comparaison. des rayons de courbure des sections nor- 
males en un point d’une surface. — Des sections prin- 


cipales. 


309. Nous avons vu que le rayon de courbure R d’une 
section normale en un point M d’ ùne surface est donné 
par la formule 


a) R Vitr? 
Er © Feos’a + 250054 c056 + tcos’ê” 
où le signe du radical a été ‘choisi .à volonté; le signe 
ambigu du dénominateur du premier nr doit être 
déterminé de manière que R ait une valeur positive. 





k > CHAPITRE X: | 461 
Mais ce.dénominaigur = t le cosus de Tangle formé 
ar la Meston MN dur r on R avét la direction MK de 
Tanofiale : à la surface, rép nd au signe adopté pour 
lerddieal V1 + p°+ PE cet able est égal à o ou à z, par 
conséquent le signe ambigu"Œ doit ètre remplacé par + 
quand le rayon R est dirigé suivant MK, et par — quand 
la direction du même rayon R est opposée à celle de MK. 
Si donc on convient que le rayon de courbure R soit po- 
sitif dans le premier cas et négatif dans le second cas, on 
aura la formule unique 


g E ETET 


T ? 
rcos’a + 25C05 acos6 + t cos’6 








qui déterminera en grandeur et en direction les rayons de 
courbure des sections normales au point M de la surface 
donnée. 

Les rayons de courbure des diverses sections normales 
en un point M d’une surface sont tous situés sur une 
même droite et comptés à partir d’une origine com- 
mune; nous nous conformons donc aux règles générales 
de la Géométrie en regardant ces rayons comme positifs ou 
négatifs suivant qu'ils sont dirigés dans un sens ou dans 
l'autre. 


pn 


310. La comparaison que nous avons en vue deviendra 
beaucoup plus aisée, si l’on place l’origine des coordon- 





nées au point M de la surface, et que l'on fasse. coïncider 
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l un des axes, celui des z, par fre avec latdirection 


MK de la normale; les. axes æet des y seront alors 

# dans le plan tangent; êt l'on aura s 
f P= OP 0, 
puis 
; cosy =0, cos = sing; 

le radical y1+ p*’+ q? se réduit à +1, mais nous 
sommes libres de fixer le signe à volonté, et nous admet- 
trons le signe +. 

D’après cela, la formule (2) deviendra, 


1 

: (3) à 
rcos'a + 25sina cosa + £sin*æ 

le dénominateur de cette expression est égal à 


r+t r— 
—+ 
2 








t ° 
cos2a + ssin2a, 


et si l’on détermine un angle 24,, compris entre o et z, 
de manière que l’on ait ` 





r—t 
I=; tang2a:, 


la formule (3) prendra la forme 











TT o -T 

ak y” + (=) cos 2 (u — w) 
„le radical mu 0 s +( y ayant le signe du quotient 
detmi © par cos2a,. . h 


On voit que le rayon R devient maximum ou minimum 
pour les valeurs de æ qui satisfont à la condition , 


cos2 (a — a) =+ 1, 
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laquelle donne 


, À: 
XX + i —) 
2 


i étant un nombre entier. Mais, comme deux valeurs 
de æ, qui diffèrent entre elles d’un multiple de x, répon- 
dent à la même section normale, il suffit de considérer les 


deux valeurs 


r 
- a = aey EU 


qui définissent deux sections normales perpendiculaires 
entre elles; pour l’une d'elles, le rayon de courbure R est 
un minimum, pour l’autre ce rayon est un maximum. 
Ces deux sections normales sont dites les sections prin- 
cipales de la surface au point M et leurs rayons de cour- 
bure sont nommés les rayons de courbure principaux de 
la surface, au mème point. ; 

Cela suppose que s et r — t ne sont pas nuls simulta- 
nément; car si l'on a s = o0, r= t, l'angle a, n’eft plus 
déterminé. Dans ce cas, la formule (3) se réduit à 


a =! 


F 


*. 


ka 
d'où il suit que toutes les sections no#males de la surface 
au point M ont le même rayon de courbure ; deux, sec- 
tions perpendiculaires quelconques peuvent être regardées 
comme formant un système de sectjqns principales. "Les 
points des surfaces qui ont cèlte propriété ont reçu,le 
nom d’ombilice ou points de çourburë sfhérique. 

311. Nous simplifierons la discussion de la formule (3), 
si nous prenons pour les plans coordonnés zx et zy les 
plans des sections principales dont nous venons de démon- 
trer l'existence. Effectivement, l'angle désigné par æo sera 
nul, et la formule qui sert à définir cet angle nous donnera 


s = ©. 
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Alors la formule (3) deviendra 


I 


JEFE E L 
rcos' a + (Sin?a 

ò 1 r 
(5) F = rcos’a + {sin?x. 


Soient R;, R, les rayons de courbure des sections prin- 
cipales faites par les plans zx, zy; la formule (5) donnera, 


- Gd 
pour z = oet pour æ = -3 
2 


s I I 
{6) R, ~r B, =i; 
. * . # Là I . 
par suite, l expression générale de R sera 
I I E 
— = — osa + — sin?a. 
(7) R à, R, 


° 
Le second membre de cette formule (7) ne change pas 
quand on change g en t — x; on a donc ce théorème : 


Deux sections normales également inclinéés sur une 
Section principale ont des rayons de courbure égaux ét 
m de méme signe. 


“ Si l'on désigne par R’ ce que devient R quand a aug- 


nfente de ~, où aupa a 
2 LE 


' "Sao 1 . 1 
(8) M RENNES: e 


et les formules (7) et (3) donneront 


I I I L 


(9) | RAR RER 
š Ifi 1 et da 
La demi-somme a (i + 5) des courbures R? R, des 
» 
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sections principales est dite la courbure moyenne de la 
surface au point M; la formule (9) exprime ainsi le 
théorème suivant : 


La moyenne des courbures de deux sections normales 
perpendiculuires entre elles est toujours égale à la cour- 
bure moyenne de la surface. 


312. Examinons maintenant comment. R varie quand 
on donne à a les valeurs successives qui conviennent aux 
diverses sections normales, et qui restent comprises, si 
l'on veut, entre o et 7. 

Supposons d’abord que les rayons de courbure princi- 
paux R,, R, soient de même signe; on peut admettre 
qu’ils sont positifs, car pour les faire changer de signe il 
suffit de changer la direction des z positives. Cela posé 
soit 

Ri <R,, | 


la formule (7) peut être mise sous la forme 
I 1 I L e 
R TR, = (z _ j) na. 
i i 7 
On voit que R croit de R, à R, quand æ croit de o à D 


et qu'il décroit ensuite de R, à R, quaud æ croit de 


Nia 


` 


à x. La surface est tout entière située d’un même côté 

du plan tangent dans le voisinage du point de contact. 
Supposons en second lieu que R, ét R, soient de signes 

contraires; admettons que R, soit positif, et posons 


R, = — R, tang’ z, 


A . ud 
&, étant un angle compris entre o et + la formule (7) 


deviendra 


ï 1 
pa { sin? in? 
— = ——— (SN? a, — SIN? g). 
R  Rsin’a" . ) 
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cela, quand on fait croître æ de o à gs, R croit 


Jer RF + +, et il change de signe en passant par” 


ee. i | r ` 
Pioni. æ continuant de croitre de gẹ à — R croit lui- 
2 


mème de — œ, à — R, tanga, ou R,. Quand æ croit 
K, PRES , | 
de ZT ao R décroit de Rẹ à — œ , et il change 
encore de signe en passant par l'infini. Enfin, æ conti- 
nuant à croître de n—&, à n, R décroit de nouveau 
de +æ à R;. Dans le cas dont nous nous occupons, 
les points infiniment voisins du point considéré sont, les 
ans d’un côté du plan tangent, les autres de l’autre côté. 


Autre manière de présenter les résultats qui 
précèdent. — De l’indicatrice. 


313., Des considérations très-ingénieuses dues à 
M. Charles Dupin conduisent facilement aux résultats 
divers que nous venons d'obtenir; nous ne pouvons nous 
dispenser de faire connaître ici cette élégante méthode. 

Considérons une surface quelconque et rapportons-la, 
comme précédemment, à trois axes rectangulaires pas- 
sant par un de ses points M, l'axe Mz coïncidant avec 
la normale, et les deux autres, Mx, My, étant en con- 
séquence dans le plan tangent en M. 

Soit MM’ la section faiçe dans la surface par le plan 
zMT, dont la trace sur le plan xy fait, avec l'axe des x, 
l'angle æ. Joignons le point M à un point infiniment voi- 
sin M’ de la courbe MM’, et menons par le point M’, 
dans le plan zMT, les droités. M'O et M'K perpendicu- 
laires à Mz et x MM’ respectivement. Soient O et K les 
points où ces perpendiculaires rencontrent la normale M z. 

Le cercle circonscrit au triangle rectangle MM’ K a son 
centre sur la normale Mz; il a donc pour limite (n°217) 


ai 
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le cercle de courbure en M de la courbe MM’, lorsque- 
le point M’ se rapproche indéfiniment du point M. Or 
le diamètte du cercle MM’K est 

MO 


MK == MO + OK = MO + 6 4 


mi 





donc, en désignant par R le rayon de courbure en M de 
la section normale MM’, on aura 

— à 

M'O 

2M0 





R = lim 


Si, par le point O, on mèheùin plan parallèle au plan 
tangent xy, on déterminera da surface une céftaine 
couche J passant par le poin et M'O sera le rayon 
vecteur udu point M’; d’ailleurs, l'équation du plan de 
la courbe J est z = + Mala formule précédente peut 


s i 
donc s'écrire comme il suit : K 
+ a Av: 


(1) R = lim T4 


30. 
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et elle fait connaître en grandeur et en direction le rayon 
de courbure R. i i 

Cela étant, désignons ‘par’ une longueur arbitraire 
déterminée de même sigûe que z, et soit p une longueur 
telle, que le de des infiniment petits 

i z 
T r k ; . 

ait pour limite unité. La longueur p étant ainsi déter- 
minée, prenons Mp = p à partir du point M, sur la 
trace MT de la section MM’; chaque settion: normale 
donnera un tel point p, et même deux points p symé- 
triques par rapport à l'origine. Le lieu géométrique de 
tous ces points p est une courbe apb située dans le plan xy, 
à laquelle M. Charles Dupin a donné le nom d'indicatrice. 
Cette dénomination est parfaitement justifiée par la pro- 


riété dont jouit cette courbe; effectivement, le rapport 
P J ; , PP 
AEF . u? 3 ida Cane 

des infiniment petits —; > ayant pour limite l'unité, la 
P p À y p , 


formule (1) nous donne | : 


{2} dd R = —; 


\ 


et, par conséquent : 

Les payons de courbure des diverses sections normales 
sont môportionnels aux carrés des rayons vecteurs de 
l’indicatrice dirigés suivant les traces des plans de ces 
sections. ` 

L’infiniment petit z étant une constante, dans le pas- 
sage d'une section normale à une autre, le rapport du 
rayon vecteur u de la courbe variable J au rayon vecteur p 
de lindicatrice est constant, en négligeant les quantités 
infiniment petites par rapport à u. On peut donc dire que 
l’indicatrice est une courbe: semblable à la section faite 
däns la surface par un plan parallèle au plan tangent 
et infiniment æoisin de celui-ci. 










. ai c a e 
= CUS 
PT LCR DRE 
ii a Die AT Se 
7 tx A * LOT E , à 
ae S é_denirrrne x mi 46a 


‘Si uit out ééftière située d’un mème côté du 
n tangéht} dans le-voisinage du point M, l'indicatriée, 


stde na rë dé toutes les sections normales. Mais 

cor alieu, la for iar LE ) ne peut donner 
y wà Ja condition quel infiniment petit z 
même temps des valeurs positives et des va- 

surs négatives ; alors il faudra donner à la ligñe h le 
double, signe +, D'indicatrice sera ainsi composée de 
deux déurbes distinctes, et O comme dans le 
premier Re coufBiife de toutes les sections 


norgéfés- 


34e Cherchons ee a l'équation de l'indica- 
trice: Le$ coordonnées rectangulaires étant x, y, z, posons 
comme à lordnaire 


dz pd + qdy, dp=rdp+sdy, dq —sdzx + tdr; 


` les quantités z, p et q étant gulles au point M, on aura, 


pour un point quelconque M’ de læsurface, t 


"+ z= (re + 2527 + ty?) + Rs 


dans cette formule, r, s, £ ont les valeurs qui conviennent 
au point M, et R, désigne le reste de la série de Maclau- 
rin arrêtée au troisième terme. L'équation précédente est 
celle de la surface, et si l’on y fait 


; z= ucosz, y= usinz, 

elle deviendra l'équation de la section MM’ entre les 
coordonnées z et u. Faisant cette substitution et divisant 
par u°, il viendra i 


z 1 : : R, 
— = — (r costa + 2s sina cosa + tsin’a) + —. 4 
u? 


Telle est la relation qui a lieu entre les infiniment petits 


… 
"A . ng 


č truite comme nous l'avons indiqué, fera connaître les 


Li 







PR y = + Nip 
e , 
+ 
d r ` è -æ s 
at i z- 
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zet hi considérés au numééo précédent: Comme! =. 


ALLO 


. Di A R; à 
port Z a pour limite =; et que z cst, infiniment 





$ t È à br 2 
on aura à la limite À 
h I 5 47 aN 
> (3) miri aa + 25 ini AE COREN 
P 
Cette équation est celle de l'indicatrice entřë w c 
é « nées polaires p et x. Pour revenir aux coordonnt 
li e r: j A TN 
n ignes, on posera = | is 
LS op s” 7: PCOSAE 2," p Ssma y KER P 
7e .: t 2 
j et l'équation (3) deviendra As. ; te 
a 
(4) rx! paraha DE 28, % 
1 h étant, nous le répétons, une ligne arbitrairesà à Jagnelle 
on doit donner le double signe +. "HE. à 
Si l'on a rt— s’ > o, il faut, pour avoir une oui j 
réelle, donner à 2 le signe des dérivées r, t danis Ji 
| tion (4); l’indicatrice est alors une ellipse. 
gS - ' Sion a rt — 5° "0, il faut encore donner à is f 
su des dérivées r, t; l Mhater est formée danse ċas den 
deux droites parallèles situées à des distances égales, du ~, 
point M. ` 
Enfin, si l’on a rt —s? < 0, il faut donner à h le double 
% signe +; dans ce cas, l'indicatrice est formée de deux 
hyperboles conjuguées ayant les mêmes asymptotes, et 
dont l’une a pour axe transverse l'axe non transverse de 
, 
lautre. , 
V La formule (2), qui donne l'expression du rayon R, 
RE devient, à cause de l'équation (3), 
T I 
(5) R= — 
. r cos x +25 sinacosa + ésin'e” 
x 
c'est la même que nous avons obtenue au n° 310 par une 
voie toute différente. 
t , 
y w pd r. 
A r wip! 
Sa , 
a 
hna | 
. a 5 L] . 
x + S , s 
à cs LE SE d 
B aat S oA ot, RSR mr he nt - Mile SA 


z 
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315. Les rayons de courbure des-sections normales en 
‘un point d’une surface” étant proportiennels aux carrés 
des rayons vecteurs de l’indicatrice, à chaque propriété 
de ces rayons vecteurs répond une propriété analogue 
des rayons de courbure. 

Ainsi, dans Fellipse, le rayon vecteur central a un 
maximum et un minimum, et les directions correspon- 
dantes sont perpendiculaires entre elles; donc, dans le 
casv-de rż — 5" >>0, où l'indicatrice est une ellipse, il 


Př existe deux sections normales de la surface, perpendicu- 


laires etitte elles, telles, que le rayon de courbure de l'une 
est’un maximum, et le rayon de courbure de l’autre àn 
minimum: : ce sont les sections que nous avons nommées 
principales. L'un des rayons de courbure devient infini 
dans le cas de rt—s* = o, où l'indicatrice elliptique 
«dégénère en deux droites parallèles. Enfin la même pro- 
priété subsiste lorsque l’indicatrice est formée du système 
de deux ‘hyperboles. Dans un tel système, le carré du 
rayon vecteur central a deux minima qui répondent en- 
core à deux directions rectangulaires; mais comme ces 
deux rayons correspondent, l’un à une valeur positive, 
l'autre à une valeur négative du rayon de courbure, on 
voit que celui-ci a un maximum et un minimum comme 


,* dans le cas de l’ellipse, et que les sections correspon- 


dantes sont encore perpendiculaires entre elles. 

Dans l’indicatrice elliptique, la somme des inverses des 
carrés de deux rayons perpendiculaires est constante; la 
même chose a lieu, dans l’indicatrice hyperbolique, en 
substituant la différence à la somme. Il en résulte, en 
ayant égard aux signes des rayons de courbure, que la 
somme des courbures de deux sections normales perpen- 
diculaires entre elles est constante et égale à la somme des 
courbures principales. Nous avons déjà démontré cette 
proposition au n° 311. 


A Y 
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Deux rayons vecteurs de l'indicatrice également incli- 
nés sur l’un des axes sont égaux entre eux : on en conclut 


. que deux sections normales également inclinées sur l’une : 


“des sections principales ont la même courbure. 

On voit enfin que les points des surfaces auxquels on 
donne Je nom d’ombilics sont ceux pour lesquels l'indica- 
trice est une circonférence de cercle ; effectivement, toutes 
les sections normales ont alors la même courbure. > 


Dans les surfaces du deuxième degré, les sections faites, 
par des plans parallèles sont des courbes semblables : ife 


en résulte que l’indicatrice en chaque point est l'une 
quelconque des sections parallèles au plan tangent en oe 
point. Done, les ombilics des surfaces du deuxième degré 
sont les points où le plan tangent est parallèle aux plans 
des sections circulaires. 


Cas où la théorie précédente est en défaut. 


316. La loi si remarquable, d’après laquelle varie la 
courbure des sections normales en un point d’une surface, 
suppose l'existence d'un plan tangent en ce point, et elle 
exige aussi que les dérivées partielles r, s, t aient, au 
mème point, des valeurs déterminées. Lorsque le con- 
traire a lieu, notre analyse ne subsiste pas, et la loi des 
variations de la courbure des sections normales peut être 
très-différente de celle qui a lieu dans le cas général. 
Féclaircirai ceci par un exemple. 

Considérons la surface représentée en coordonnées 
rectangulaires par l’équation 


\ a? + 
1} 2 = 


75 


y 
u 
A 
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SAUT ag 





dans l" éqution (1), où ob} p 


La Y D 
MEET a A 


E r à < 
ce qui est l'é quation di la section faite dans la surface paT, 
le plan y =x tanga, z et p étant alors les coordonnées ; 
cette section est une parabole dont la tangente à l’origine 


des coordonnées est située dans le plan xy. Cherchons ce | 
- que devient, pour cette origine, l'expression générale des” 
rayons de courbure des sections normales. D’après légua- 


tion (1), z est une fonction homogène du deuxièmedegré” ` 


des cordonnées x et y: on a donc, d'après le théorème 


“des fonctions homogènes (n° 136), 


m 2 
ra + 2527 D = az = ailai 


Si l’on remplace x et y par pcosæ et psinæ, puis, 
qu'après avoir divisé par p°, on fasse tendre p vers zéro, 
on aura Ua > 


I 


Jianga) 


rcos’a + 2s sing. cosa + tsin’ = 


EN font dans cette formule les valeurs qui conviennent 
à l'origine “des coordonnées, et æ représente l'angle que 
fait avec l’axe des x la tangente des sections normales. 
L'expression du rayon de courbure (n°310) devient alors 
l Ie 
+ R =f (tanga), á 
et la loi de ses variations est arbitraire comme la fonc- 
tion f. Ainsi, ce rayon de courbure maura plus nécessai- 
rement, comme dans le cas général, un maximum unique 


> 





hd 7 _ aad . 3 v 
D g? a: 
° » . 1e 3 * 
` 1 e i / 


ye que, pour T0; 


ent indéterminées; leurs 






De pu.” des plans sangents à, au 
1 its d’une courbé donnée = $ 


E aa une paT traté 
Je Se r tangent à Ta e i 


1, 












déterminée pa 
déduit par la g 
pendante, dont 
tités x; y; 2A 
différentiatio 
(2) (X —z)dp + (Y — y) dq =0: 


Pour avoir l’arête de rebroussement de la surface déve- 


loppable dont nous nous occupons, il faut différentier 


l'équation (2), ce qui donnera 


(3). (X — z) d'p + (Y —y)d’g — (dx dp + dy dq) = 0. 


équations simultanées (1), (2), (3) sont renfermées 





LE y :: Z—3 dp dr + dq dy i 
y CAR pdg —qdp, dy d'p — dp dq 
Iys 
fx ae ar 
T 
Y `s 
à. 
+ . > + 
i 1: Mars n 
sé _— = T CR. ‘me ES S 
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g: Ene 'des-équations (1 ) 


à spra la formule, | i 
Plon ropaitioi 





Aapon 


et yi 


e, Cette ee 


cosy” 
(ps — qr)cosa + (pt — qs) ee à 


Telles sont lesrelations qui existent entre les cosinus re- 

latifs à deux tangentes conjuguées d’une surface. , 
Si l’on place l'origine des coordonnées en un point de 

la surface, qu’on prenne pour plan des xy le plan tangent, 


pour plans des zx et des zy ceux des sections princi- 
pales, on aura 





P=0, #=0, 


#&  :;: 
. f a * - > 
”? x 
Sd 
+ m y LA 
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7) juguées est otre 
2 sa sv 


| r COS x + 25 cosa 





$ que nous avons établie au n° 309 et qui détermine en 
grande et en direction le rayon de courbure d’une sec- 
ü tion normale définie par les angles a, A 7 que fait Ja 
i tangente ayec les axes; rappelons que le choix du signe 


du radical y 1+p+q détermine le sens dans lequel 
sont comptés, sûr la normale, les rayons de courbure 
positifs. Les cosinus des angles æ, ps 7 doivent satisfaire 
à la relation } 


` 


g (2) cosy = p cosa + q 6086, 


a . > 


t» LUE 
è na > s g' * Digitized by + 


` 
=. nm À _ ns S ns if 





> 
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` è 
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ainsi qu’à la condition ë ta 
(3) cos? z+ COS + cos?’ y = 1, è 


et l'élimination de cosy donne 





(4) (1 + p°) cos?’a + 2 pq cosa cos6 + (1 + q’) cos'6 


Multiplions l'expression de R par le premier membre de 
la formule (4), afin de la rendre homogène par rapport à 
cosa et cos; l'équation (1) pourra alors être écrite 
comme il suit : 


Ra 
1+ p — ER =— įcose + 2f pg — — S - | cos z cos6 
Vi+p°+ 9 Vitte) 


(5) 


R: 
+| -+ g’ — -= | cosh — 0. 
Vi+p+g!, 


319. Cette formule (5) nous donne immédiatement les 
équations qui déterminent les ombilics de la surface ; 





cos a 

os 
qui répond, en un point donné, à une valeur donnée 
de R. Or, si le point dont il s’agit cst un ombilic, la va- 


elle fait connaître effectivement la valeur du rapport 


= 


c 


cosg TT aa a 
leur de ose CS! indéterminée, et réciproquement ; donc 
cos 


on aura les conditions des ombilics en égalant à zéro 
les coefficients de cos’æ, de cosa cos6 et de cos? 6 dans la 
formule (5). On trouve ainsi 


Fr s t & 


(6) == —; 
1+p pq 1+9 








et chacun des rappôrts qui figärent ‘dans cette formule 


à à y I + 3 + 2 , 
exprime la valeur de — pr , R étant la valeur du 
rayon dè courbure qui convient à l'ombilic. 


En général, les deux équations (6) détermineront sur 


.r6 
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la surface un nombre d'ombilics limité ou illimité, mais - 
qui ne formeront pas une ligne continue; il peut arriver 

“cependant que les deux équations (5) se réduisent à une , 
seule, en vertu de l’équation de la surface, et alors celle-ci 


admettra des lignes ombilicales. 


320. L'équation (5) nous fait connaître aussi les rayons 
de courbure principaux en un point quelconque de la sur- 


. cos 
face. Eflectivement, les deux valeurs du rapport pe 
os 


tirées de l'équation (5) doivent être égales entre elles dans 
le cas du maximum et dans celui du minimum; expri- 
mant donc cette égalité, on obtiendra l'équation 


Rs 2 Rr Rz 
Pg — © a 1+p?— -2 =) 1+q9 — -a =)= 
Vi+p'+ 9° Vi+p+ 9 vi+r+g 


ou 
(9) e=) Ri + gr 2 pgs + (+ pt) i+ pi + gR+(1+ pt + gi 
qui a pour racines les rayons de courbure PAPE 
Il réste à trouver la valeur du rapport ee = relative à 


chacune des sections principales. Or, R désignant actuel- 
lement l’une des racines de l’équation (7), l'équation (5) 
a une racine double, si l’on y considère cos ou cos6 
comme l’inconnue; cette racine double satisfera donc à 
l'équation obtenue en différentiant l'équation (5), soit 
par rapport à cos æ, soit par rapport à cos6. On a, s après 
cela, 


Rr ) ( Rs 
1+ p — -= |) csa + | pq — -m | cosh — 0, 
( Vi+p'+9g" Fr) 


Rs Re | 
Pq — s =) cosa + | 1 + q? — ~ | cosb — oO, 
Vitr +g’ Vi+-p' + g’ 
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et l'on lire de ces équations 











f r cosa + s COSÉ pe s cosa + t cos? 
8) | (1+ p’) cosa + pq cos6 pq cosa + (1 + q? )cos6 
‘ : METE NT: 
= — TR a 


l'équation formée avec les deux premiers des rapports 
contenus dans cette formule est du deuxième degré par 


rapport à <=: elle détermine les valeurs de ce ra t 
ppo sgi € étermine eurs de ce rappor 


qui conviennent aux deux sections principales. Les équa- 
tions (2) et (3) permettent de calculer ensuite les valeurs 
des trois cosinus cosæ, cos Ê, cosy. 

L'équation (7) coïncidera avec l'équation (7) du n° 157, 
si l’on y regarde _—À __ comme l’inconnue; on voit 

Vi+p°+ 9 

ainsi que les centres de courbure des sections princi- 
pales sont précisément les deux points que nous avons 
eu à considérer dans la question à laquelle je fais ici 
allusion. 

En désignant par R, et R, les racines de l'équation (7), 
ona 





[+ gr 2pgs + (1+ pP VEP 
3 
rt — 5! 


R +R, = 


et dé ces formules (9), on tire 


(Ri— Ri} k 

RE tit | 

(10) (re— s)? pPI Iit? 1+9 
G+P+pPPa +H r t P. 
el: 
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la formule (10) montre que les équations (6) ont néces- 
sairement lieu, lorsque l'équation (7) a ses deux racines 
égales; on retrouve ainsi les conditions déjà obtenues 
pour les ombilics. 


Détermination des ombilics de l’ellipsoïde. 


321. Pour donner un exemple de la théorie précé- 
dente, nous l’appliquerons à la recherche des ombilics 


de l’ellipsoïde. Désignons par p, Vp®—b* et Vp*—c* les 
demi-axes de la surface et supposons bc; son équa- 


tion sera 
r? Y 2 z? 


pi FF se? 


et l’on en tire, par la différentiation, 





z Ve 
rz+(1+ p’) =m 
e P= h? 

aia a Er Per ce 

sz + pq — 0, 
d'où l’on tire 

c? 
z[par — (1 +p’) s] =h 
b (p paaa c) ec ec — h? 

POSER = ar Es 


Les seconds membres de ces formules étant nuls pour 
les ombilics, on ap =o ou q =0; mais l'hypothèse 
de p = o donnerait, -pour q, une valeur imaginaire; on 
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a donc nécessairement q = 0, et il en résulte 


les radicaux devant être pris avec le double signe +. 
On voit que l’ellipsoïde a quatre ombilics qui sont 

situés dans le plan principal du plus grand axe et du plus 

petit, ce qui s'accorde avec ce que nous avons dit au 


n° 315. 


Des lignes de courbure d'une surface. 


322. On nomme ligne de courbure d'une surface toute 
ligne telle, que les normales menées à la surface, pat 
ses différents points, appartiennent à une surface déve- 
loppable, | 

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un 
point de la surface donnée, et faisons comme à lordi- 
naire ° 


dz=— pdz + qdy, dp=rdxr + sdy, dq =sdz + tdy. 


La normale de la surface au point (x, y, z) aura pour 
équations 
G)(X—z)+p(Z—-z)=0o, (Y—-r)+9(Z—-2)=0o. 


Maintenant, si les coordonnées x, y, g appartiennent à 
une ligne de courbure, elles seront, ainsi que p et g, des 
fonctions d’une mème variable; la droite (1) étant alors 
la tangente de l’arête de rebroussement d’une surface 
développable ou, ce qui revient au mème, la caractéris- 
tique de cette surface, elle sera contenue dans le plan 
mobile enveloppé par la même surface; donc l'équation 
de ce plan mobile sera 


“ae 


(2) [(X—z+p(Z—z)] —0[(X — y= 7 (Z—2)] = 0, 


l. 31 
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éélant une fonction du paramètre ou de la variable dont 
i les coordonnées x, y, z. Mais, d'après la 
hévriéexposée au n° 283, la caractéristique de lenve- 
loppe. est représentée par l'équation (2), jointe à celle 
qu'on en déduit par la différentiation relative au para- 
mètre qu'elle renferme; donc cette dernière équation 
doit dévenir identique en vertu des équations (1). En dif- 
férentiant l'équation ( 2) et en supprimant le terme en d9 
qui est nul, par les équations (1), il vient 


(—(de+pdi)+(2—2)dp}—0[— (dy +942) +(Z— 2)dg}= 0. 


Cette équation devant subsister, quel que soit Z, elle se 
décompose en deux autres, savoir : 


dx + pdz—0(dy + q dz), 


3 

(3) dp =ðdq, 

d'où, en éliminant 8, 

(4) NC. RON. NP 
dx + pdz dy + qdz° 


telle est l'équation qui doit avoir lieu, d'après la défini- 
tion, pour tous les points d’une ligne de courbure. 
Remplaçant dz, dp, dq par leurs valeurs, l’équa- 
tion (4) devient A 
(5) | rdx + sdy = sdx + tdy 
Gr p)de + pad  pqdz + (1+ gd 
ou 


++ 





+[pqr— (1+ p’)s]=0; 


les dérivées p, q, r, 5, t sont des fonctions données des 
coordonnées x, y, et l'équation (6) est l'équation diffé- 
rentielle des projections des lignes de courbure de la sur- 
face sur le plan æy. 
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Pour chaque système de valeurs des Sd x et D ; 


l'équation (6) donne deux valeurs de” — = ou de lim $ 


il résulte de là qu’il passe deux lignes de courbure: it 
chaque point de la surface autre qu’un ombilic: 
cas des ombilics, l'équation (6) se réduit à une id 






323. L'équation (2) du plan mobile que nous avons 
considéré devient, à cause de la seconde équation (3), 


[(X— z) +p(Z— z)]dg —[(Y — y) +g(Z—:)]dp —0, 


et, pour déterminer l’arête de rebroussement de son en- 
veloppe, il faut joindre à l'équation précédente (n° 283) 
celles qu’on en déduit par une double différentiation faite 
dans l'hypothèse de X, Y, Z constantes. Une première 
différentiation donne, en ayant égard à l'équation (4), 


[(X— z) +p(Z— 2)}d’g —[(¥Y— y) + 9(Z— z)]d'p=0. 


Différentions de nouveau et désignons par i la valeur de 


chacun des. membres de la formule (4), il viendra, en 
ayant égard aux équations précédentes qui équivalent 
à celles de la normale, 


. > (Z—2—M)(dpd?q — dgd'p) —0, 
d’où 

Z—z:=M. 
La valeur de Z qu’on obtient ainsi se rapporte au point 
de contact de la normale avec l’arète de rebroussement. 
Si l’on désigne par R la partie de cette normale com- 
prise entre le point de contact dont nous venons de 
parler et la surface, on aura `| 


R=VX— z} + {y} +(2—2}, 





ou, à cause des équations (1), "a 
R= V1 +p + p(Z—z)= y1 + p + gM. 


-31. 
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Li pa 
Or x‘! la valeur commune des deux membres de la for- 
mule (4) ou de ceux de la formule (5); on a done 


rdx + sdy sdx + tdy _ Vi +p Hg 


(7) Gi pdz + pqdy — pds + (Ff dy R 





Soient «, 6, y les angles que fait avec les axes la tangente 
à la ligne de courbure, on aura 


dx dy 





— 3 L 
cos x cos 


et la formule précédente deviendra 


{ rcosa + $ C0S6 D s cosz + t c056 
\ 1 + p’) cosa + pycos6 — pq cosa + (1 + q')cos6 
| P P4 rq q 
| K ý LA (VERTE +. 
i R 


Les deux équations contenues dans cette formule sont 
précisément celles qui nous ont servi (n° 320) à déter- 
miner la valeur R du rayon de courbure des sections 
principales en un point de la surface donnée, ainsi que 


N cosa . . ` . 
la valeur du rapport = qui convient à ces sections, les 


angles «, 6, y se ipeni à la tangente de la section; 
on peut donc énoncer ce théorème : 


Taéonime. — 1° Les lignes de courbure qui passent 
par chaque point d’une surface donnée sont tangentes 
aux sections principales relatives au méme point, et par 
conséquent elles se coupent à angle droit. 

2° L'aréte de rcbroussement de la surface dévelop- 
pable formée par les normäles de la surface aux points 
d'une ligne de courbure est te lieu géométrique des 
centres de courbure des sections principales tangentes 
à la ligne de courbure. 
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32. Rgmargues. — H est important de remarquer 
que les rayons de courbure d'une ligne de courbure ne 
sont pas égaux, en général, à ceux des sections principales 

tangentes, Si p désigne le rayon de courbure d'une ligne 
de courbure, 8 l'angle que fait la direction de ce rayon 
avec la direction du rayon de courbure R de la section 
prhicipale, on a 
x p = R cos, 

comme on l’a vu au n° 308. L'égalité des rayons p et R 
n’a doñc lieu que si le plan osculateur de la ligne de 
courbure passe par la normale de la surface. 

Nous avons obtenu l’équation différentielle des projec- 
tions des lignes de courbure d’une surface sur le plan xy; 
latrecherche de l'équation de ces lignes entre les seules 
coordonnées exige en général les méthodes qui font lob- 
jet du calcul intégral. Mais on peut voir dès à présent que 
les lignes de courbure constituent deux systèmes distincts 
que l’on nomme orthogonaux; ces lignes décomposent 
effectivement la surface en quadrilatères infiniment petits 
dans lesquels les quatre angles sont droits. Les courbes 
auxquelles appartiennent les côtés opposés de ces quadri- 
latères forment le système des lignes de l’une des cour- 
bures et les trajectoires orthogonales de ces courbes con- 
stituent le système des lignes de l’autre courbure. Mais, 
en général, les deux lignes de courbure qui passent par 
un même point d’une surface ne sont pas analytiquement 
distinctes; elles ne sont en réalité que deux branches 
d'une même courbe; c’est seulement dans des cas particu- 
liers que les deux systèmes de lignes de courbure peuvent 
être représentés par des équations distinctes. 

Toute ligne tracée sur un plan ou sur une sphère doit 
être regardée comme une ligne de courbure de cette sur- 
face. Dans le premier cas, les normales de la surface me- 
nées par les points d’une ligne quelconque forment une 
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surface cylindrique qui est développable; cette ligne 
satisfait donc à la définition des ligues de courbure. Dans 
le cas de la sphère, les normales vont concourir en un 
même point et elles forment une surface conique qui est 
encore développable. On voit au surplus que l'équa- 
tion (4) des lignes de courbure est-toujours satisfaite 
dans le cas du plan et dans celui de la sphère. Pour 
une courbe plane on a effectivement 


dp=0, dqg—0; 
dans le cas de la sphère, 


(£ — 2) +(ry— Yf +(z2—- 2} —-4a —o, 
on a , 


dr+pd:+{(2—3)dp=o et dy +qdz+{(2— 2)d4—0. 


Proprietés relatives aux lignes de courbure. 


325. Reprenons l'équation 
dy dq 
dr +- pdz T dy quz 
qui appartient aux lignes de courbure. 

Si lon désigne par æ, 6, 7 les angles que fait, avec 
les axes, la tangente d’une ligne tracée sur une surface, 
par g’, 6’, 7’ ceux que la normale de la surface fait avec 
les mêmes axes, on aura 


cos z cos 6! 
P= -r = — r 
Cus7 
puis 
dx dy dz 











cosa  cosê cosy 
’équaii écé des li d ‘bure devi l 
L'équation précédente des lignes de courbure devient alors 


cosy d cosa’ — coss’ d cosy’ _ cosy’ d cosé’ — cos d cosy" 


cosa cosy — cosy coga’ = CosË cosy’ — cosy cosê’ 
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où 
v (cos6 cosy — cosy cos6' ) d cosa’ 

(1) { + (cosy cosa’ — cosa cosy’) d cosh’ 
{ + (cosà cos6’ — cos6 cosa’ ) d cosy! = 0. 
On a d’ailleurs 
côsa cosa! + cos6 cos’ + cosy cos y'= o, 
cos?’ a’ + cos?’ + cos’ —1, 
et, par la différentiation, 


cos x d cosa’ + cos6’ d cos8’ + cosy’ d cosy’ = o. 


En combinant cette dernière identité avec l'équation (1), 
ön obtient 
i dcoşa' _ dcosé" _ dcosy' 


\ 
(2) L ar = ee. 
cosz cosé cosy 


Ainsi, pour qu’une courbe donnée, tracée sur une sur- 
face, soit ligne de courbure de cette surface, il faut et il 
suffit que la tangente de la courbe en chaque point soit 
parallèle à la droite qui fait avec les axes des angles dont 
les cosinus sont proportionnels aux différentielles 


dcos’, dcosé', dcosy', 


a', 6", y’ étant les angles formés avec les axes par la nor- 
male de la surface. 
Posons 








(3) da’ = y [d cosa’)? + |d cos6' )? + (d cosy }’, 
et déterminons trois angles ', n’, ¢' par les équations 
(4) dcosa' =do'cos¥', dcos6’ = do'cosn', dcosy —d5'cost'. 


Si la courbe proposée est ligne de courbure, les nor- 
males de la surface menées par ses différents points se- 
ront tangentes à une courbe; dans ce cas da’ est l'angle 
de contingence de cette dernière courbe et E/, s’, ¢' sont 
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les angles formés par sa normale principale avec les axes. 
Dans tous les cas la direction que déterminent les angles 
E", n', €! est perpendiculaire à la normale de la surface, 
et par suite elle est dans le plan tangent; car l'équation 


cos'a + cos’ + cos’ y'= 1 


donne, par la différentiation, à cause des formules pré- 
cédentes, 


cosg' cos’ + cos6' cosn' + cosy’ cos¥' == o. 


Soient encore par }, p’, v’ les angles formés avec les 
axes par une droite perpendiculaire à la normale de la 


~ 


surface et à la direction qui répond aux angles £’, v’, €’; 
les cosinus des angles £', n’, ¢' étant proportionnels à 
dcosg’, dcos6', dcosy', ils le sont aussi, d'après le cal- 
cul du n° 273, aux différentielles d cos)’, d cosu’, deosy’, 


Si donc on pose 





(5) dr! == \{d cos»)? + (dcos u'} + (dcos [EX 
on aura 
(6) deos —cos£'dr', dcosu'—cosn'dr", dcosvy —cost'dr". 


Cela posé, désignons généralement par w l’angle formé 
par la tangente de la courbe donnée avec la direction qui 
répond aux angles £/, »', €’; par 6 l'angle que fait la nor- 
male de la surface avec le plan osculateur de la courbe. 
Soient d’ailleurs, pour cette dernière courbe, conformé- 
ment à nos notations habituelles, ë, v, ¢ et À, p, v les 
angles formés avec les axes par la normale principale et 
par l'axe du plan osculateur, do et dr les angles de con- 
tingence relatifs à la première et à la seconde courbure. 
Les droites qui font avec les axes les angles 

a, 6, Y, 


pL r + 
Es ns K, 


-< 
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forment uw système. rectangulai cosinus des 
angles.formés avec ces trois droites, par Ja tangente, la 
uormale principale et Faxe sdu plan osculateur de la 
courbe donnée sont respectivement 


ö 0, ~ COS, sine, 
cos, Æ sinĝsino, z sinĝ coso, 


sing, z cosĝsino, Æ cos0 cosw; 


mais comme on passse des signes inféricurs aux supé- 
rieurs en changeant w en w+7 et en substituant, à la 
direetion d’abord choisie de la tangenté à la courbe, la 
direction opposée, nous admettrons les signes supérieurs, 
et Pon aura en conséquence les, formules suivantes : 


cos a cos x’ + cos6 cosé” + cosy cos y" = öp 
(7) < cosa cosE” + cosé cosn' + cosy cost = coso, 
cosa cosh’ + COS6 cosp’ + cosy cosy — sino; 


cos cosa’ + cosn cos6’ + cost cosy = cos, 
(8) ( cosg cos% + cos» cosn' + cost cost’ == + sinb sinw, 


| COS cos} + cosn COSp’ +cosč cosy = — sin 9 coso; 
í cos} cosa’ + cosp cos6’ + cosy cosy == sinb, 

(9) < cos) cosč' + cosp cos’ + cosy cost’ = — cosbsine, 
| cos} cos À" + COSp COS u’ + COS y cosy’ = +- COS 9 cosw. 


Si l’on différentie la première et la troisième équa- 
tion (7), puis la première équation (8), en faisant usage, 
pour cet objet, de nos formules duhn? 274, il viendra, en 
ayant égard à toutes les précédentes équations, 


(10) sød + coshdo — 0, 
(11) . dr'=dw +sinôüde, 
(12) dz =d + sinodo’, 


et à cause de la formule (10), la formule (12) donne 


(13) dr —=40 — cos6 tangoda, 
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326. : Les formules(10}, (11), (12),-(13)eonviennent à 


une courbe quelconque tracée sur une surface. Nous avons 


vu que la condition des lignes de courbure est sin ù = 0 ; 
cette condition se réduit donc à 

dr = d9, z + 
d’après la formule (13), ce qui donne le théorème remar- 
quable de Laneret, savoir : 


Tuéonkueg I. — Pour qu'’üne courbe tracée sur une 


- surface soit ligne, de courbure de cette surface, il faut et 
al suffitque l'angle de torsion de la courbe soit égal à la 
> -p del angle formë par le plan osculateur de ` 


e-ci avec la normale de la surface. 





Si l’on a dz —0;äil en résulte dO — o, d'où 8—const., 
et réciproquement: on a donc cette autre proposition : 


ConoLLaire. — Pour qu'une courbe plane tracée sur 
une surface soit ligne de courbure de la surface, il faut 
et il suffit que le plan de la courbe coupe la surface 
partout sous le méme angle. 


Si la courbe proposée est une ligne de courbure plane 
‘de la surface, on a sino = o, dw = o et d= o; alors 
les équations (10) et (11) donnent par la division 
dr’ 


LA 


= — tango = t. 
a tang® = cons 


on a donc ce théorème : 


Tuéonime IF. — Si une ligne de courbure d'une sur- 
face est plane; les normales de lé$urfäcé aux points de 
la ligne de courbure forment une surface développable 
dontl'aréréde rebroussement jouit de la propriété que 
sés deux colrbures ont.un rapport constant. Cette aréte 
“le rebroussementest donc une hélice tracée sur un cylin- 
dre à base quelconque (n° 304 ). 


w 
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327. Considérons maintenant ure courbe appartenant 
à | deux surfaces ; on aura par la formule (13) du n° 325 


dr = dð — cos9 tang w do, 
dr = dû, — cos9, tango, do, 


en nur par 6,, w, les quantités analogues à à 6, w, et 
relatives à la deuxième surface. On tire de là 


d(8, — 0) = (cos8, tango, — cos0 tangw) do; 


les angles 6 et 8, sont situés dans la même plan, comptés 

tous les deux, dans le même sens, à partir dë la normale | 
‘principale de la courbe donnée; donc la différence 0—9 "" 

exprime langle que les deux surfaces font entre ellès; 

d’ailleurs l'équation 








sino =0 ou sine, —0 


est la condition pour que la courbe considérée soit ligne 
de courbure de la première ou de lè seconde surface. On 
a donc ce théorème : 


Taéonëme III. — Si l'intersection de deux surfaces est 
une ligne de courbure de chacune d'elles, ces surfaces 
se coupent partout sous lé même angle. Réciproquement, 
si deux surfaces se coupent partout sous le méme angle 
et que l'intersection soit une ligne de courbure de l’une 
des surfaces, elle est aussi ligne de courbure de l’autre 


surface. 


Et, comme une ligne plane ou sphérique est ligne de 
courbure du plan u de la sphère qui la contient, on a ce 
corollaire qui comprend. celui du théorème I (n° 326) : 


CorozLaine I. — Pour qu'une courbe plane ou sphé- 
rique tracée sur une surface donnée soitu digne a de 
courbure de la surface, il faut et il suffit. HEC plan ou 
la sphère qui contient la courbe coupel la surface partout - 
sous le méme angle. Ai i 


é 


a 
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Les plans tangents à une surface développable ot pit 
tout avec la surface un angle nul, ét-ils contiennent la 
génératrice. On a donc cette autre propositam : 


Code II. — Ees génératrices d'une surface 
développable sont des lignes de, courbure de cette sur- 


Jace. - 


328. — On peut établir facilement le théorème IJI sans 
recourir aux formules du n? 325. Effectivement; consi- 
dérons deux surfaces pour lesquelles on a respectivement 


dz= pdx + qdy, dz =p dr + gdy. 


Ces deux équations ont lieu simultanément pour l'inter- 
section des deux surfaces, et l’on en tire 


désignons par dt chacun de ces trois rapports égaux, et 
posons : | 
dx dx + »dz dy + gdz 
Pam p, ET "qax =Q, 


dg 
dx 4- pidz Sp dy + qudz 
-= P, —— 


dp, dq, 





~ dp 





= Q, 


on aura 





=q (1+ pp +g) a (HPH g?) 
> c= p 1 H tg) E pp + qa). 


Si donc on fait 
v — CCI +ppit qu , 
Vip + qi Vi+ pi +9 
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ʻon aura 
av © Qq 
dp — EPEAT SIE 3? 
diyi + p? rare +p +) 
dv Pdp 
dq AET A 3? 
diyi + p? +qi(ti+p+g) 
d'où 
dV dv dp dq 
D + =Q- — ——; 


VE pi + ait ++ g) di 
on aura évidemment aussi 


dN dy N dp, dq, 
PAF dq, dq, = (Q, — P.) 





, 


d 


E] 
Vi+ + pap Hgy 
et, en ajoutant, 
— P — P, 
= -~ dp a dg + dp, d: 
Pg’ | 1+ p} + qi Pr 
di + +R Vi+ pi +9 





dV = 








On voit, par cette formule, que si deux des quantités 
dV, Q—P, Q—P, 


sont nulles, la troisième est nulle aussi; ce qui est préci- 
sément la proposition que nous voulions établir. 


De la surface dont tous les points sont des ombilics. 


329. Si l’on désigne par X, Y; Z les cosinus des angles 
que fait, avec trois axes rectangulaires, la normale d'une 
surface, on a 


I 
— = Å- 
Virpo Vi+p'+ g Vi +t g 





CE a 
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aX _ pqgs—(i+gr dX _pqt—(i+g)s 
dar Sd dgy 3 


(+p + g)’ a+p+g) 


dY __pgr—i+p}is  dY _ pgs—(1+p')t 
dx RE PRET Ve 
TOO (epg) 7. G+pP+ọ) 
Les équations 


r s t 


1+ p° — pq F7 Tg” 
qui déterminent (n° 349) les ombilics des surfaces, équi- 
valent donc aux suivantes : 


(1) 


lesquelles se réduisent à deux distinctes. 

Il est facile de démontrer, par ces formules, que la 
sphère est la seule surface dont chaque point soit un 
ombilic. En effet, pour une telle surface, les équations (1) 
ont lieu en chaque point; les deux premières expriment 
que le cosinus X est indépendant de y et que Y est indé 
pendant de x; en d’autres termes, X est fonction de x 


d. 


. 1 
égales, leur valeur est nécessairement une constante -; 
a 


., dX AY | 
seule, Y de y seule; en outre, les dérivées k zet T étant 


on a donc 
dX _ı dY 1 
ar a dj a’ 


par conséquent, X et Y ont des valeurs de la forme 





x= 5, y=1 2 
a a 


l 
| 


L 
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Z£, et Yo-étant des constantes; le cosinus Z sera dès lors 





= Va (z — m) — (Y — 7} 
a 
è A —X —Y 
Maintenant, les valeurs de p et q étant Es et Ja 


formule:dz = pdz + qdy devient 





(2) dz = — (£ — 2) dx + (y — 7) dy | 
Va: = (z— 2o p= (r — 7. 


Le second membre de cette formule est la différentielle 





totale de Va’ — (x — Xe) — (ÿ—70)"; on a donc, en 
désignant par z, une nouvelle constante, 





2 — z= ya — (x — xs} — (Y =), 
ou 


(3) (£ — t} + (y — Fo) + (z— 2) = a, 
ce qui est bien l'équation de la sphère. 


Des systèmes triples de surfaces orthogonales. 


330. Désignons par x, y, z des coordonnées rectan- 
gulaires, par p, p, v trois paramètres variables, par f, fi, 
f. des fonctions données. Chacune des équations 


(1) p=f(£, r,z, p=f(x,»,z), =f (T, Y, 3) 


représentera une famille de surfaces, et ces trois familles 
constitueront un système triple de surfaces. Si Pon ima- 
gine que les équations (1) soient résolues par rapport à x, 
y, fde manière que l’on ait 


(2) s= F(p, p») y=F(p, p, »), z= F(p, p, »); 


. . . , . + . 
les divers points de l’espace seront déterminés par les trois 
variables p, p, v auxquelles on a donné le nom général de 
coordonnées curvilignes. 
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Il importe de remarquer surtout le cas où les surfaces de 
chacune des trois familles qui composent le système triple, 
sont coupées à angle droit par toutes les surfaces des deux 
autres familles. Un tel système est dit orthogonal. 


Posons 
IP= de dre dp A (Se p 
\ dx dy (dz 
du? du\? ‘du\? 
(3 į 2 — SE PE EL 
(3) | M E) + (2 + dz) ? 
d\3 ‘du? dy\? 
2 — ni . 
\ + (à) S (5) + (z) 1 
les normales des trois surfaces au point (x, y, z) forment 
avec les axes coordonnés des angles qui ont respectivement 


pour cosinus 





par conséquent, les conditions nécessaires et suflisantes 
pour qu’un système triple de surfaces soit orthogonal 
sont 
(dp du | dede | de de 
dx dx dy dy dz dz 
dp dy dp dy dp d» 


(4) izda vo ut 
du dy dyu dy du dy a 


dx de dr dy | da da 


331. On peut éliminer deux des fonctions o, u, y entre 
les équations (4) et celles qu’on en déduit par la différen- 
tiation; le résultat de cette élimination est une équation 
aux dérivées partielles du troisième ordre. Voici comment 
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on peut établir cet important théorème dù à M. Ossian 
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Bonnet. Les deux dernières équations (4) donnent 





FR A 

dr dy dz dz dy 

(5) AR AS A A a 
dy dz dx dx dz 

| dy dp dy do du 

Dr De 


` MP ge ro 
formules où K a la valeur —. Il est évident d'ailleurs 


N 
que si l’on ajoute les trois quantités 


d dy\ 
a(x T) a(r 2) 


-9 








dz dy 
2) ( dy 
Tdr da ’ 
dy dy\ 
a(K F) a(K Z) 
dy dx ? 


après les avoir multipliées respectivement par 


dy da dy 
dx dy da’ 


on obtiendra une somme nulle; on a donc, par les for- 


mules (5). 


dz \dz dr de dz 


dx dx dy 


ds \ 


+y dz\de dy dy dx 


lal dy dọ zE) d (SE 


als ta Bp] à 


dy dz 


dz dx 


el d (2e du dọ se) d (2 du 


AE (z du do E) d p du 


dp dy 
dy dx 
dp du\ 
dz a) 


dx dz 


Si l'on effectue les différentiations et qu’on ajoute à 


I. 


32 


(6) 
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l'équation obtenue les deux dernières équations (4) mul- 
tipliées respectivement par 


de, dr + ZE t d’p d'e p Te 
tla ae a) S N a a 2) 


il viendra : 














[SE d'u 44 d'u 4.4 d'u = du d?p dy d’p _du 2A 


dx dz’ dy dx dy dz drdz dx dz’ | dy dx dy dz dxdz 
PS d'y dp d'u dp du dy d'p d'p du dp d’p 


dx dx dy T dy dy’ dz dydz dz dx dx dy dy? dy dz dydz 
AE du dp dy dp d'u dp d'p dp d’p dy j- 











dxdxdz dy dydi di d? dx dzdz dy dyds dz d? 





On peut chasser de cette équation les dérivées du second 
ordre de la fonction u. On a,en effet, en différentiant la 
première des équations (4) par rapport à chacune des 
variables x, y, z, 





dp d'y Fe dp d'y +de. du _ du d'p du d’p du d’p 

dx dz dy drdy dz drd? dx dx? dy dxdy dz drdz’ 
2 2 2 du d? du d’ 2 

dp d'y dp d'y de _dpd'p ‘du d'p du dp 








dx drdy dy dy? ds dydz dz dzdy dy dy dz dyd:’ 


dp dy dp d'y dp d'u 
dx dxdz dy dydz dz dz dx drdz dy dydz dz dř 








Au moyen de ces formules et des formules (5), qui per- 
mettent d'éliminer les dérivées de v, l'équation (6) 
devient 
de dy _ dp dp (SE dp ae ap ae de Nr 
dæ dæ’ dy dx dy dz drdz 


do du  dp dp\/dp d’p mt. d'p du d’p 
FU dr da ) dx dx dy dy dy TER) 




















| dp dp dp dy du d’p du d'p du do 


dæ dxdz Ea dydz dz ds 
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ou 
(dp\° dp\° y 
(8) a(S) +B (3E) +c(% 
s add. pdrde, Qdrds_ 
dy dz dz dx de dy ? 
en faisant pour abréger, 
er d’p do d’p 
.. dz dxdy dy dxdz 
Ps dp d’p dpo d’p 
| dx dydz dz dr dy” 
de d'p _ dẹ dp 
T dy dxd: dx dy dz’ 
ig r— 2e (Le _Zre\ fée Le _ de de 
T dx \dz dy’ dy dxdy  dz dxdz 
__ de [d’p d?p 4 dp d'p dp d'p 
7 dy de à) dz dy dz ~ da dz dy }? 





jei dp d'p T2) (dp d’p dp d?p 
dz dy? | dæ apa dxdz dy dydz 


Nous avons donc deux équations qui ne renferment pas 
la fonction v et qui ne contiennent que les dérivées du 
premier ordre de u, savoir, la première équation (4) et 
l'équation (8). Ces deux équations sont homogènes par 

Pr D: | d du 
rapport aux dérivées dE =" i 
tirer les rapports de deux de ces dérivées à la troisième, 
en sorte que l’on aura 


; on pourra donc en 


A, 1%, © étantdesfk 
mier et/du deuxit 


étions connuües des dérivées du prce- 
ordre de la fonction p. On aura, 
32. 
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d’après cela, 


l d 

(10) Bet, HE, HE— 
dx 

L'élimination de p. peut se faire par le procédé employé 

plus haut à l'égard de v. Si l’on ajoute les trois quantités 








ce) Ze) 
(ne) o(a 3 
da — dy a 
dy dy 
a(a 3E) a( E) 
Cdr da 
du\ ZE) 
aaz) (87 
dy 7 dx ? 


après les avoir multipliées respectivement par 


dp. dy du 
dæ’ dy” dz 


on obtiendra une somme identiquement nulle, et par 
conséquent on a, par les équations (10), 
Go alé de) ya = dx) | (dr di 
1 —— — — b| —— — -—- e| — —-—— ]=o. 
ar dy Ar dz E dy dz e 
Cette équation (11) ne renferme que les dérivées du 
premier, du deuxième et du troisième ordre de la fonc- 
tion p. On a ainsi ce théorème : 


Taéorëme. — Pour que l'équation p= f (x,y, z) 
puisse représenter lune des familles d'un système triple 
orthogonal, il faut que la fonction p satisfasse à une cer- 
taine équation aux dérivées partielles du troisième ordre. 


332. Supposons qu’on prenne pour variables indépen- 
dantes les paramètres p, u, y d’un système triple ortho- 
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gonal; les dérivées partielles de x, y, z, relatives à p, u, 
y, s'obtiendront très-aisément en fonction des dérivées 
partielles de p, p, v, relatives à x, y, z. Effectivement, si 
dans la formule 


on remplace dp, du, d'y par leurs valeurs 


il viendra, en égalant de part et d’autre les coefficients 
de dx, dy, dz, 
: dr do- nds du. dx dv dy 
T dede dyd dy dr 
dr dp dx dy dr dy 
+= -E M 
dp dy de dy dy dy 
dr èlp dr dy dr dy 


E dp dz dy dz d'y dz 


Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 

de dp dp r du dyp du r 
pectivement par — LL puis par Ts gy’ gp? puis 
aa aw dy 


D il viendra, à cause des formules (3) 


enfin par z 


et (4), 


dp _ pE dup pa dy nU 
(13) gF dp’ ag r du gor Tp 
dp _ pË dyp _ mE dy, dz 
mr 


et de ces formules combinées avec les formules (3) et (4) 
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on tire 


| 
(+ Gi) + CG) 
= (a) + (4) + (à) 


(6) dx dx dy dy dz dz 


333. Les équations (15) et (16) expriment simple- 
ment les relations qui existent entre les cosinus des 
angles formés avec les axes par trois directions rectan- 
gulaires, et on peut en conclure, par la différentiation, 
un grand nombre d’autres relations qui expriment autant 
de propriétés des systèmes orthogonaux. Cette analyse 
n'offre aucune difliculté et elle conduit à des résultats 
importants, mais pour ne pas sortir des limites que je 
me suis fixées, je me bornerai à établir ici les formules 
qui expriment les dérivées 

dx d'x dx 


do du? dp dy? dyd» ` 





en fonction des dérivées du premier ordre des variables 
x, y, Z et des quantités P, M, N. 

A cet effet, différentions la première équation (15) par 
rapport à p, et la deuxième-par rapport à p; on aura 





dx d'x 4 dy d'y dz d'z E 1 dlogP 
dp dpdy dp dody dp dpdp P dy ° 
dr dx dy dy dz d'z 1 dlogM 


du dpdy ja du dodu ja du dp dy = RTE do 
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Différentionś ensuite les équations (16) par rapport à 
v, 4, p respectivement ; ajoutons les deux dernières équa- 
tions obtenues et retranchons la première, on.aura 

dr dx dy dy dz d’z 

= t A + — M = 

dy dp dy dy dpdp dy dpdu 
Maintenant, si l'on ajoute les trois équations précédentes 


= dx 
après les avoir multipliées respectivement par —; —; 
p dp 


dr ; dy dy dy = f dz dz dz 
z,- PWS par do’ dp’ T puis enhn par dp’ de dr? 


il viendra, en ayant égard aux formules (15) et (16), 





dx dlogP dx  dlogM dx 

|a; — dp dp dp dp 
d'y d'logP dy d\ogM dr 

(D apap MAAKLER de dp 
| dz __ d d logP. dz dgn dz 

dody -dy dw de dé du 


Ces formules (17) donnent, par de nent de let- 
tres, les valeurs des six atres dérivées 





dx dy d?z 
dod dody dpdv 
dr dy d?z 


dyd? dyd? dyd» 


Théorème de M. Dupin sur les surfaces orthogonales. 


334. On doit à M. Charles Dupin le beau théorème 


suivänt : : 


Tuéonime. — Dans tout système triple orthogonal, 
chacune des surfaces qui composent l'une des familles 
est coupée suivant ses lignes de courbure par les diverses 
surfaces des deux autres familles. 
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La démonstration de ce théorème est contenue dans les 
équations (17) du numéro précédent. Effectivement, ces 
équations peuvent être renfermées dans une même for- 
mule, savoir : 








dy. dyu a dyp. pe P dM 
dx 0 dy Z dz TM dp $ 
dp du du 


Considérons l'intersection C de deux surfaces apparte- 
nant aux deux familles pour lesquelles on a respectivement 


p = const., y= const.; 

, + sn dz dy dz 

les dérivées —, —, — 
dy dyp dy 

nus des angles que fait avec les axes la tangente de la 
dy „dz 
de” dp 


sont proportionnelles aux cosi- 


, + . > dx 
courbe C; d’un autre côté, les quantités P ~>, P 
P 


1 dp 1 dp 1 dọ ; 
Pa PD’ Pa sont les cosinus des angles que 
fait avec les axes la normale à la surface p, et leurs diffé- 


rentielles 


ou 


dy x du K dy. 
relatives à un déplacement sur la courbe C, sont propor- 
tionnelles, d’après notre formule, aux cosinus des angles 
qui:se rapportent à la tangente de C. Or, cette propor- 
tionnalité est précisément la condition pour que C soit 
Jigne de courbure de la surface p (n° 325); le théorème 
de M. Dupin se trouve donc établi. 
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Des systèmes triples de surfaces orthogonales 
du deuxième degré. 


335. Parmi les systèmes triples de surfaces orthogo- 
nales, il faut remarquer surtout celui qui est formé de 
surfaces du deuxième degré homofocales. Les équations 
de ces surfaces sont 





a A * 2 
PU r TELLE tra EL 
x? y? -2 

(1) a tpi Ep l, 
x? r z? 
F T A 


b et c étant des lignes données; nous supposerons b < c. 

Si l’on donne au paramètre p° des valeurs supérieures 
à c°, au paramètre p? des valeurs comprises entre b° et c°; 
enfin au paramètre v* des valeurs inférieures à b°, la 
première des équations précédentes représentera des ellip- 
soïdes, la deuxième des hyperboloïdes à une nappe, et la 
troisième des hyperboloïdes à deux nappes. Toutes les 
surfaces du système sont concentriques et leurs sections 
principales ont les mèmes foyers; aussi dit-on que les 
surfaces sont homofocales. | 

Les équations (1) étant du premier degré par rapport 
à x’, y", z°, il est facile de les résoudre, et l’on arrive 
rapidement au résultat en opérant comme il suit : si l'on 
ordonne par rapport aux puissances de p° la première des 
équations (1), il vient 


p—(b+e+a + +z)e 
+ [be (b e)a er + bjp — beta — 0. 


(2) 


Comme les deux dernières équations (1) se déduisent de la 
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première, par le changement de p* en p’ et en v’, lé- 


quation (2 2), qu: est du troisième degré en p°, admet les 
trois racines p°, u?, y*; on a donc 


PHEPPA et, 
(3) í pe p» py bte + (b? + e) y bz’, 
puy? = her. 


La dernière équation (3) donne la valeur de x*; or les 
équations (1) ne changent pas quand on permute les let- 
tres x et y, pourvu qu'on remplace ensuite b° et c? par 
— b’ et cè — b’, puis p°, p*, v* par p*—b?, pè — b’, 
v*— b’ ; les mêmes équations ne changent pas quand on 
permute x° et z’, pourvu qu'on remplace b° et c? par 
— (c° — b’) et —c?, p°, u’, V’ par p?— c’, p — ct, yt oe’; 
on peut donc faire les mêmes changements dans les équa- 
tions (3), et la dernière équation de ce système, donnera 


(4) $ (P — b’) PSN +) — be — b?) y?, 


) ( 
(pt—me)(e —wj(e — y) =e(e— b)2. 


On a ainsi 





ST aA 
T be? 
sn a pe — D? Yu — ER LES 
(5) | bye — b 
| = VPZ iVe pes 


\ c Ve — -ő 


Les quantités y, VE», Var et Ve? — g* passant 
par zéro, il faut admettre qu’elles changent de signe, et 
cela est nécesaire pour que les formules (5) puissent 
donner tous les points de l’espace. On évitera la difficulté 
qui peut résulter de l’ambiguïté des signes en introduisant 
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deux angles y et ọ tels, que l’on ait 


» = b cosy, 


[a b 


res 
On tire des équations (5) 


coso, 
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yb — » = b sing, 


VAIP = VE ising. 











et l’on vérifie immédiatement par 











ces formules que les 


équations (1) ou (5) appartiennent effectivement à un 


système triple orthogonal. 


336. Les équations (1) ne cesseront pas de représenter 
un système triple orthogonal, si l’on y remplace x, y, z, 


x z x R 
p par yo z, ? e, e étant une constante. Si, après la sub- 


stitution, on fait € = o, les équations (1) deviendront 


zx? + 7° + z = p’ 

w y? z? 

— _ = 0, 
(6) { p? p — b c — y’ 

x! y? 2? 

PNR pen A 


ce nouveau système est formé d’une famille de sphères 
concentriques et de deux familles de cônes du second de- 
gré, ayant leur sommet au centre des sphères. En faisant, 
dans les formules (5), la même substitution que dans les 


pv pv biy b= dz p Ve — p Ver — x» 
= 7) = = z mman st | 
be z= bye — b yp — FG dp eye — by —c 
=P”, __ pi — ty [bz — x dz _ — pyp — eN Ve, 
bc T= be: — i b Ve — = TL du c Ve? — b Ve? — w 
_ pe dy dz —» V — ae — p 
be à di eye yec 
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formules (1), il vient 


bye 
| 8—= pve TR p’ Ven, 
eye — b 


337. Remplaçons dans la première équation (1) x par 
x— b, ce qui revient à transporter l'origine des coor- 
données à l'un des foyers communs des sections princi- 
pales relatives au plan xy ; écrivons en même temps c + b 
au lieu de c, et p + b au lieu de p, il viendra 


(r+p} _2te+p, Je 2 





2 + 7 3 — 0; 
e(1+5) 1+ Ê 2p +E 2(p—c 


p—e 


b 





L + 
b b ) 
et si l'on fait tendre b vers l'infini, cette équation se ré- 
duira, à la limite, à la suivante : 


y’ z’ 

p pesa EtA 

En opérant de même sur les deux dernières équations (1), 
on obtiendra des équations limites qui se déduiront de la 
précédente, par le changement de p en u et en v. On for- 
mera ainsi un nouveau système triple de surfaces ortho- 
gonales et homofocales, savoir : 


y’ z’ 
F. + = LL -p 
| 4 (pe —c) E 
y? z? 
8 € z = y = D - 
(8) fr =p) TTP 
y? 2? 
rec) +? 
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La longueur constante c étant positive, si l'on donne à p 
des valeurs comprises entre c et + œ% , la première des 
équations (8) représentera des paraboloïdes elliptiques ; 
en donnant à des valeurs comprises entre o et c, on ob- 
tiendra, par la deuxième équation, des paraboloïdes hy- 
perboliques; enfin la troisième équation donnera une 
nouvelle famille de paraboloïdes elliptiques, si l’on attri- 
bue à v des valeurs négatives quelconques. 
Les deux dernières équations (8) se déduisent de la 
première en remplaçant p par p, puis par y; en ordonnant 
cette équation par rapport à p, elle devient 


rz? cri 
p—(c—zæ)p — (: pee) Do; 
on a donc ` 
pP+U+I—=C—Z, 
24 71 
etot m= (7 + cæ)» 
puy —, 
4 å 


et on tire de là 


O 


il est aisé de vérifier, au moyen de ces formules, que le 


système triple dont nous nous occupons est effectivement 
orthogonal. 


Des lignes de courbure de l’ellipsoïde, 
338. Considérons l'ellipsoïde représenté par Féquation 


x? no Ex 2# 
(1) = T RR Sn E Ea 
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et dont les demi-axes p, Vp®— b?, ye” —c* ont des va- 
leurs déterminées. Nous connaissons, par le théorème 
de M.'Dupin, les lignes de courbure de cette surface. 
Effectivement, si p° est un paramètre variable compris 
entre b* et c*, les hyperboloïdes à une nappe représentés 
par l'équation 


(2) 


détermineront sur l’ellipsoïde un premier système de li- 
gnes de courbure; pareillement, v? étant un paramètre 
variable inférieur à b°, les lignes de la seconde courbure 
seront les intersections de l’ellipsoïde et des hyperbo- 
loïdes à deux nappes représentés par l'équation 


zx? y? z? 


FPE ep 


(3) — — ——— — = Le 





On obtiendra les équations des projections des lignes 
de courbure sur les plans principaux de la surface en éli- 
minant successivement z’, 7°, x° entre l'équation (1) et 
chacune des équations (2), (3). On trouve ainsi, pour le 
premier système, 








/ ex (e — b)y° L 
| TA D CET D 
Lx? (e — b’) z 
iE E S = 
(4) \ pe (P — eè) (e — p’) 
by: cz 
s + =l, 
| (#— b) e) (P ee p) 
et, pour le second système, 
aE Aisa. FA 
p» (P — b) (b — »?) enei 
braa (e= b) 
(5) i FT + Po TT a 
by? c?z? 





(P — b) (b — +») + (p= «)(@—») =l 
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Les lignes de courbure des deux systèmes se projettent 
donc suivant des ellipses sur le plan xz qui est celui du 
grand axe et du petit axe; sur les plans xy et yz qui con- 
tiennent l'axe moyen de l’ellipsoïde avec le grand axe ou 
le petit axe, les lignes de l’une des courbures se projet- 
tent encore suivant des ellipses, mais les lignes de l’autre 
courbure ont pour projections des hyperboles. 


339. Monge a indiqué une construction très-simple * 
pour oblenir les projections des lignes de courbure de 
l'ellipsoïdesur l’un des plans principaux. Considérons, par 
exemple, les pröjections-sur le plan xy qui est celui du 
grand axe'et de l'axe môyen. Désignons par x, et y, les 
longueurs des demi-axes de Pellipse suivant laquelle se 
projette une ligne de courbure du premier système, on 


aura, d’après les équations (4), 


d’où, par l'élimination de u, 


est (by 
(6) BP BE) 





Si les lettres x; et y, représentaient les demi-axes de l’hy- 
perbole suivant laquelle se projette une ligne du second 
système sur le plan æy, on aurait de même, par les équa- 
tions (5), 


cr? (e?— by? ph» 
gp — b? , 


d’où, par l'élimination de », 


oz? (e—b)yt 


re | Fe 6h) | 


Regardons x, et y, comme des coordonnées; les équa- 


- , 
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tion (6) et (7) appartiendront à une hyperbole et à une 
ellipse qui a même centre que l’ellipsoïde et dont les axes 
coïncident en direction avec les axes des projections des 
lignes de courbure, Monge a nommé ces courbes Ayper- 
bole auxiliaire et ellipse auxiliaire.”Si on les suppose 
construites et qu'on prenne les coordonnées de chaque 
point de la première pour les demi-axes d’une série d'el- 
lipse, les coordonnées de chaque point de la seconde pour 
les demi-axes d’une série d’hyperboles, on aura les pro- 
jections des lignes de l'une et de l’autre courbure. 

Si l’on fait y, = o, les équations (6) et (7) s'accordent 
à donner 


nil 
Pa 


or ces abscisses sont celles qui conviennent aux 6fbilies 
(n°321); donc les sommets communs de l'hyberbole auxi- 
liaire et de l’ellipse auxiliaire sont précisément les pro- 
jections des ombilics sur le plan æy; en outre, ces som- 
mets sont toujours à l'intérieur de la section principale, 


car b étant inférieur à c, par hypothèse, la quantité d 
est moindre que le demi-grand axe p de l’ellipsoïde. 
Lorsque p* = b°, Pellipse projection des lignes de la 
‘première courbure a pour grand axe l'axe commun de 
l'hyperbole auxiliaire et de l’ellipse auxiliaire, et son 
petit axe est nul; cette ellipse se confond ainsi avec l'axe 
des æ, et il en résulte que l’ellipse principale située dans 
le plan xz est une ligne de courbure de l’ellipsoïde. 
Quand p° croit de b? à c°, les deux axes de l’ellipse aug- 
mentent; pour u° = c*, cette ellipse se confond avec l'el- 
lipse principale située dans le plan æy, laquelle est ainsi 
une ligne de courbure de lellipsoïde. La variable x° ne 
devant pas avoir de valeurs supérieures à c°, l'hyperbole 
auxiliaire doit être limitée aux points où elle est rencon- 
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trée par les tangentes menées à l’ellipse-principale, pa- 
rallèlement aux axes. 

Passons aux lignes de la seconde courbure. Quand »’ 
est égal à b°, l'hyperbole projection des ligngs de cour- 
bure a pour axe transverse l’axe commun de l'hyperbole 
auxiliaire et de l’ellipse auxiliaire; l'axe non transverse 
est nul et la courbe se réduit aux portions de ligne droite 
comprises entre les projections des ombilics et l'ellipse 
principale. Quand y? décroit depuis sa valeur maxima b° 


-jusqu'à zéro, laxe transverse diminue et laxe non 


transverse augmente ; le premier axe est nul pour»? = 0, 
l'hyperbole se réduit alors à laxe des y, et il s'ensuit que 
la troisième section principale de l'ellipsoïde située dans 
le plan yz est encore une ligne de courbure. 
CAE les ellipses et les hyperboles dont nous nous 
pons, tournent leurs concavités vers les deux points 
où: aea iles ombilics. Les lignes de courbure sont 
pliées` autot? de ces quatre ombilics, les unes d'un côté, 
les autres du té opposé; elles se resserrent toujours à 
mesure qu’elles s’en approchent, et quand elles les attei- 
guent elles se cétfondent avec l’ellipse principale qui les 
content. 


Vi 
840. route RE. de courbure de l' ellipsoïde ont 


pour projections des ellipses sur le plan du plus grand 
axeet du plus petit; pour construire ces projections, il 
suffit ici d employer une seule ellipse auxiliaire. Dési- 
ghons, en eflet, par x, et z, les demi-axes de l'une des 
ellipses projections des lignes dabute, on aura 


ia 


br? es (e— bts Sa pie A 
4 P CRE 
or 
us. bri (e= bz ay 
A T EE N 
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l'élimination de u* ou de x? donne 


b x; (20) 2s 


cp? c (p'— c) -p 


(8) 


équation d'une ellipse qui pourra être employée pour la 
construction des projections des lignes de l’une et de 
l'autre courbure. Pour les lignes de la première cour- 
bure, on aura | 


br, d'où x >p, a[i, 
et, pour celles de la seconde courbure, 
aLe d'où ep, > Ve — ct, ł 


Jl suffit pour notre objet de.considérer le quadrant de l'el- 
lipse auxiliaire situé dans l’ angle des x etdes z positives; ; 
alors on voit que la droite x, = p, qui est tangente à l’el- 
lipse principale, divisera le quadrant de l'ellipse auxi- 
liaire en deux parties dont l’une répondra aux lignes de 
la première courbure, l’autre aux is de la seconde 
courbure. 
Les coordonnées des sommets de r ellipse auxiliaire 
sont 
+, +‘ de Ca 
b EE pan FA 





les droites qui joignent ces $ sommets deux à deux forment 
un losange dont les côtés ont-pour équation 


briu Ver — bi biz 


(9) Pepe a 


Si l’on élimine x entre l'équation (9) et celle des pro- 
jections désiligries de courbure, savoir : 
Pae g (e — b?) z 


gye + peep 
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on trouvera 


cette équation ayant ses deux racines égales, on en con- 
clut que les projections de toutes les lignes de courbure 
sont tangentes à chacun des quatre côtés du losange; elles 
sont donc inscrites dans ce losange. Il résulte de là que 
les ombilics sont les quatre points où les côtés du même 
losange touchent l'ellipse principale située dans le plan 
xz; car nous avons vu que celte ellipse principale est yne 
ligne de courbure, et elle contient d’ailleurs les ombilics. 

3M, Pour former l'équation différentielle des projec- 
tions des lignes de courbure de l’ellipsoïde, conformé- 
ment à la méthode du n° 322, il suffira de calculer les 
quantités p, q, r, $, t, d'après l'équation 


at y? z? 


Pa er a r P 





de la surface, et de substituer les valeurs trouvées dans 
l'équation (6) du numéro cité. Nous avons déjà fait une 
partie de ce calcul au n° 321 et nous avons trouvé 





z APE Ne sn 298. 
Fra poet p eT™ 
puis - 
3 
= +(1+p) =<; 
2 —_ h? 
nlg) = E 
sz + pq =0. 
On tire de là 
„2 
z[pgr— (1 + p’)s]= Sp, 
Te, P č — b 
poele T i 
b (p — e ce ce — h? 
Lg) (ep) + LT — ET pt 


es 33. 
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substituant ces expressions dans l'équation (6) du n° 322, 
et remettant ensuite, au lieu de p et q, leurs valeurs en x 
et y, on aura l'équation demandée, savoir : 


dr : UN enai À 
(10) Axy Je + (x — Ay’ — B) da VU Fr 


où nous avons fait, pour abréger, ? 
= 1 por z 
_(e—b)p p= bp l 3 
— e(p— by ' e 
On verra, dans le calcul intégral, comment on revient 
de cette équation différentielle à à l'équation z 
cr? a (a — b')y? rae 
p'e? e i 8?) 
entre les seules coordonnées, équation qui nous a été 
uürhje immédiatement par la<propriété générale des 
es de surfaces orthogonales; il est facile de vérifier 
'équation (10) résulte de l'élimination de p? entre 


d'équation (xt}et celle qu'on en déduit par la diflérentia- 
tion relative à x et à y. d 





(11) 


Des lignes de ni veau et des lignes de plus grande pente. 


342. Une surface étant rapportée à trois plans coor- 
donnés rectangulaires dont l’un, celui des xy, est supposé 
horizontal, on nomme lignes de niveau les sections hori- 
zontales de la surface. 

Pour toute ligne de niveau, on a 


dz =0, 


ou, à cguse de dz = pdz +, 


d 
pdx + qdy = 0, REG 
ES GIA _ ~ -< — ne tt cn — pu fe, 
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Cette équation exprime qu’en chaque point d’une ligne 
de niveau la tangente est parallèle à la trace horizontale 
du plan tangent à la surface, au mème point. Ce plan a 
` effectivement pour équation 


Z—3=p(X—-x)+q(Y—7r), 
et le coefficient d'inclinaison de sa trace horizontale est 


bien égal à — A 


e » # p l à 32 
Si l’on porte la valeur précédente de Z dans l’équa- 
Le 


tion (6) du n° 322 qui détermine les lignes de courbure, 
il viendra | 
pq(r—t)+(9—p')s= 0; 

telle est l'équation aux dérivées partielles du deuxième 
ordre qui appartient aux surfaces. pour lesquelles les 
lignes de niveau sont des lignes de courbure. 

On arrive à un résultat plus simple quand on prend 
pour plan horizontal le plan des zx; alors,-on a, pour les 


. s d . 
hignes de niveau, E = 0, et en faisant cette hypothèse dans 
ar 


l'équation des lignes de courbure, ceile-ci devient 


Pour les surfaces qui satisfont à cette équation, l’une 
des conditions des ombiliesest satisfaite d'elle-même; ces 
points sont donc alors donnés par une seule équation} ét 
la surface admet par conséquent une ligne ombilicale. 


343. On nomme ligne de plus grande pente d'une 
surface une ligne tracée sur la surface et qui a pour 
tangente en chaque point celle des tangentes de la surface 
qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. Il 
est évident que la tangente en un point d’une ligne de 
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plus grande pente est elle-mème ligne de plus grande 
pente relativement au plan tangent de la surface; par con- 
séquent, elle est perpendiculaire à la trace horizontale 
de ce plan tangent. 

La surface étant rapportée à trois axes rectangulaires 
dont l’un, celui des z, est vertical, la trace horizontale du 


plan tañgent aura pour coefficient d’inclinaison — a en 


faisant, comme à l'ordinaite, dz = pdx + q dy ; l'équa- 
tion différentielle des Les de plus grande pente est donc 


les dérivées q etp sont iima en fonction de x et y par 
équation de la surface. 

Si, par un pointd'une surface, on mène une ligne de 
niveau et une lignede plus grande pente, il est évident que 
les tangentes à ces" “deux, “+ seront perpendiculaires, 
puisqu elles sont, Ë unép aïa l’autre perpendiculaire 
à la trace du plan langeni as la CE Il résulte de là que 
les Tignes de niveau etdes lignes de plus grande pente 
forment sur la surface un système doûble de courbes 
orthogonales. 

D'après cela, lorsque les lignes de niveau d'une sur- 
face sont des lignes de courbure, les lignes de plus grande 
pente constituent le deuxième système de lignes de cour- 
bure. On vérifie d'ailleurs ce fait en A ON dans 


l'équation (6) du n°#22, la valeur ? = l de Z 7 qui convient 


aux lignes de plus grande pente ; Es rs la même 
équation aux dérivées partielles que nous a donnée la 
substitution relative aux lignes de niveau. 


344. Appliquons ce qui précède : au cas de l’ellipsoïde. 


Soit t ih EE $ 
amy +8 SE i je 
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l'équation de la surface. On a 


x+ np =o, my +A:q = 0, 
d'où i 


L’équation différentielle des lignes de plus grande pente 
est donc 
dy my dy dx 
= — or ~> — m — =o. 
dx x y z 
Le premier membre de cette équation est la différeñs 
tielle de | 


logy — mlogr ou log Z; 


le quotient 2, est donc égal à une constante c, et l’on a 
Y E= Cr 


pour l'équation des projections horizontales des lignes de 
plus grande pente de l’ellipsoïde. 


Des surfaces réglées ; leur distinction en surfaces 
développables et en surfaces gauches. 


345. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, 
d'étudier diverses classes de surfaces et de faire connaître 
les équations aux dérivées partielles par lesquelles on peut 
représenter toutes les surfaces d’une même classe, 

Parmi les surfaces dont nous allons nous occuper, il 
faut remarquer surtout les surfaces réglées, c'est-à-dire 
celles qui sont engendrées par une droite mobile. Cette 
classe des surfaces réglées se subdivise en deux genres 
très-distincts qui comprennent, l'un les surfaces que nous 
avons nommées développables, Vautre les surfaces 
gauches. 
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Désignons par x, y, z des coordonnées rectilignes 
et soient a, b, a', b’ des fonctions d’un paramètre va- 


riable; les équations de la génératrice d’une surface réglée 
quelconque seront 


(1) r=aita, y=bz+6. 


II est évident qu’on peut prendre pour le paramètre vya- 
riable l’une quelconque des quantités a, b, æ, 6, à moins 
qu’elle ne se réduise à une constante; il n'y a donc en 
réalité que trois fonctions arbitraires, dans le cas le plus 
général. 

Cherchons d'abord la condition pour que la droite (1) 
engendre une surface développable. Comme une surface 
développable est l'enveloppe d'un plan mobile qui con- 
tent la génératrice, l'équation de ce plan mobile sera 


(2) (x — az — a) d {y — bz — 6) = 0, 










8 étant une certaïne’f 

dent a, b, x, 6; en différent 
SLR TS UE 

rapport au parametre, ilvient > 


idu paramètre dont dépen- , 


Date r > E 
¿cette équation (2) par 


(3) — (zda + da) — 9 (zdb + d8) + d (y — bz—6)= 0, 


et, pour que notre surface soit développable, il faut et il 
suffit que le système des équations (2) et (3) représente 
la même droite que le système des équations (1). L’équa- 
tion (2) est vérifiće par les équations (1), et pour que 
l'équation (3) le soit aussi, il faut que l’on ait 


(zda + da)+ 0 (zdb + d8) =0, 
quel que soit z. Cela donne les deux conditions 

da+4db=—o, da+0dE=0, 
d'où, par l'élimination de 6, 


(4) - da d6 — db da — o 
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Telle est l'équation qui exprime la condition d’une 
surface Fr Je raisonnement qui nous y a con- 
duit est le mème que celui dont nous avons:fait usage 
pour déterminer les lignes de courbure des. surfaces. 
Lorsque la condition (4) n'est pas satisfaite, la droite 


mobile représentée par les équations (1) engendre une 
surface gauche. 


346. Désignons parô le paramètre dont dépendent a, b, 

a, 6, et considérons les deux génératrices qui régondent 
aux valeurs 0, 0 + A9 du paramètre; les équations de 
ces génératrices seront 


z=az + 2, x= (a -+ åa)z + («+ Az), 
y=bz+ß, x =(b+ab)z+1(6+ 46). 


Soient D la plus courte distance de ces deux droites 


et i l'angle qu’elles font entre elles; on aura, par les for- 
mules connues, 


Aa 46 — ab Aa 











D= — ; 
(5) Hyaa + ab + + (aab — bàa)’ 
üni = Vaa + Ab + (aAb— baa) 
—— — me — — % 
\ ya + b +i (ae + Aa + {b+ Ab) +1 
d'où 
D sini 





-= t ya t bpi yla + Sa Hb +46) +1 


l i 
Aa A6 Ab Au 
AG 49 AG 49 


a PNR b ,8a \*” 
35 si) 35 16) 
Dr PR | 
Si l’on fait gendre i jers zéro et qu'on passe aux 


limites, la formul i ite deviendra, après la sup- 
pression du divisedr comninn d6’, 


D L = dade — ab da 
— 2 4 3} $ 
‘ (6) lim 7 =la +H ar -Pado + (adb bdu ÿ 
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et, lorsque la condition (4) n’est pas remplie, le second 
membre de cette formule a une valeur finie différente de 
zéro. On conclut de HR le théorème suivant : 


Tuéonime I. — Dans une’‘surface gauche” la plus 
courte distance de deux génératrices infiniment voisines 
et l'angle de ces mêmes génératrices sont des infiniment 
petits du même ordre. 


347. Dans le cas des surfaces développables, les cylin- 
dres exceptés, le rapport > tend vers la limite zéro ct par 
conséquent la distance D est un infiniment petit d'ordre 
supérieur à 1, relativement à č; il importe d'évaluer cet 
ordre infinitésimal. Mais comme les génératrices d’une 
surface développable sont tangentes à une même courbe 
qui est l'arĉte de rebroussement de la surface, il convient 
d'introduire les quantités relatives à cette arête. Désignons 
donc par x, y, z les coordonnées rectangulaires de l’arête 
et par a, 6, y les angles que fait sa tangente avec les axes, 
les équations de cette tangente seront 


X—%r _Y—y  Z—z, 











cosx  cosé cosy” 
on aura de même, pour une seconde tangente, 
X—xz—bûr Y—y—A4Ay _ Z—z— ås 
cosa + Acosz cos + Acosé cosy + 4cosy” 
et si l’on fait, pour abréger, 
A =— cos6 A cosy — cosy À cos6, 
(1) í B — cosy A cosa — cosa A cosy, 
| C — cosa å cos6 — cosb A cosg, 
l'expression de la plus courte distance D des deux tan- 


gentes sera 
\ Az + BAr + Caz 
(2) D = — _ . 


VA'+ B+ C' 
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Soient, comme à l'ordinaire, £, n, £ et À, m, v les angles 
formés avec les axes par la normale principale et par 
laxe du plan osculateur de l'arète, s l'arc de cette arête, 
da et dr les angles de contingence et de torsion. La 
formule de Taylor donne 
d'x dx 


Art = dx + — + ~ +...; 
. 2 6 


en outre, si l’on prend l’arcs pour variable indépendante, 
on aura (n° 274) 
dx — ds cosa, 
dr = ds de COSE, 


dx — ds dis cosẸ — ds ds ?cosz — ds ds dz cos), 


et la valeur de Ax sera, en négligeant les infiniment 
petits du quatrième ordre, 


t 


A dg BIP L ds da PE By 
D ag — 
s 6 cosa 3 si; coss à 








ds do dr Å 
g — con 
on obtiendra; par cette même formule, lésvaleurs de A y 
et de Az en remplaçant a, £, À d’abord par 6, n, u, puis 
par y, €, v. Comme on a évidemmtent 


A cose + Bcosé&+- Ccosy = 0, 


la valeur de D sera, aux infiniment petits près du qua- 
trième ordre, 








D— (= +2) A cosE + B cosn + Ccos% 
a, 6 VA: + B: + C 


ds da dr A cos) + Bcosu + Ceos» 
6 VA'+ B+C 
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Or on a, par les formules du n° 265, 


A COSE + B cosn + Ccost 


== — [cos å cosa + cosp Acos + cosy A cosy], 
A cos} + Bcosyu + Ccosv 


= + [cosE A cosa + cos» A cosé + cos% Acosy]. 


On a ensuite, en négligeant ici les infiniment petits du 
troisième ordre, 


d’cosa 
A cosg = d cosa + ETE 


d’a dg?’ do d ` 
= |da + — | cos — —- cos« — cosh, 
2j 2 2 





formule d’où l'on déduit A cos6 et A cosy par des chan- 
gements de lettres; on conclut de là que . 


A cosËë + Bcosn + C cost = ddr, 


aux infiniment petits près du deuxième ordre, et 
A così + Bcosy + C cosy = de, 


aux infiniment petits près du premier ordre; on a enfin, 
en négligeant les infiniment petits du deuxième ordre, 


VA: + 2 + C — ds, 
et par conséquent l'expression de D devient 


ds do d 

(3) D = us ac à 1 
12 

aux infiniment petits près du quatrième ordre. On peut 
écrire aussi, en désignant par R et T les rayons des deux 
courbures, 

_ dè 

— 12TR 
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On a ainsi ce théorème : 


Taéonèiue Il. — Le rapport de la plus courte distance 
d'une tangente donnée d'une courbe quelconque et 
d'une deuxième tangente infiniment voisine, au cube de 
larc compris entre les points de contact, a pour limite 
la douzième partie du.produit des deux courbures à 
l’origine de l'arc. 


Ilsfaut remarquer que l'ordre infinitésimal de D ne 
peut jamais s'élever au-dessus du troisième; car le terme 
de cet ordre ne disparait de la formule (3) que si dr—0, et 
alors, la courbe étant plane, on a rigoureusement D= 0; 
de-là ce théorème dû -à M. Bouquet : 

Tutorème II. — Étant donné un système de droites 
dont les équations contiennent un paramètre variable, 
la plus courte distance de deux droites infiniment voi- 
sines ne peut pas être d’un ordre infinitésimal supérieur 
à 3, relativement à l'angle des mêmes droites, à moiris 
qu'elle ne se réduise rigoureusement à zéro. 

Des surfaces cylindriques. — Équation aux dérivées 
partielles de ces surfaces. 


348. Le cas le plus simple des surfaces développables 
est celui des surfaces cylindriques. Le plan mobile qui 
est enveloppé par la surface, et qui n’est autre que son 
plan tangent, est parallèle à une droite fixe donnée; 
cette considération permet de former immédiatement 
l'équation aux dérivées partielles de la surface. Car 
soient 

X=aZz, Y= bZ 
les équations de la parallèle aux génératrices-menée par - 
l'origine des coordonnées rectilighes, et 


A Z—z=p(X—z) + q{(Y —7r) 
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l'équation du plan tangent au point (CARE z) dela sur- 
face. La condition pour que ce plan soit. Mèle à Ta 
droite est 





(1) ap + bq = 1; 
c'est l'équation aux dérivées partielles qui biien à 
toutes les surfaces cylindriques. 

On ‘peut aussi déduire l'équation (1) de l'équation 
entre les coordonnées qui appartient aux surfaces cylin- 
driques. Supposons que les équations 


(2) xz=az+a, y=bz+6 


représentent une génératrice de la surface; x et 6 dépen- 
dent d’un même paramètre et, par conséquent, ces quan- 
ütés sont liées entre elles par une équation 


(3) d (a, 6) = 0, A 


® étant une fonction arbitraire. L’élimination de a et & 
entre les équations (2) et (3) donne 


(4) (x — az, y — bz) = 0, 


qui est l'équation générale des cylindres entre les coor- 
données. Pour avoir l'équation aux dérivées partielles, il 
suffit d'éliminer la fonction ® par la méthode du n° 83. 
En différentiant l'équation (4) ou (3), d’abord par tii 
port à x, puis par rapport à y, il vient 


> d® i dò 
aa ap) — Pr bp=o, 


do LA b š 
Gag da aq LT ‘dé (1 a q)= ani | 
CE de dò db t à PZ 
et l'élimination du rapport = : T conduit à l'équa- 
tion (1). | Fe 
On verra, dans le calcul intégral, comment on peut 


+ 


+ 
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revenir de l'équation aux dérivées partielles à l'équation 
entre les seules coordonnées. 

Les surfaces cylindriques étant développables; leurs 
génératrices constituent un premier système de lignes de 
courbure (n° 327) ; le deuxième système est évidemment 
formé par les sections droites de la surface. 


Des surfaces coniques. — Équation aux dérivées 
partielles de ces surfaces. 


349. Les surfaces coniques appartiennent aussi au 
genre des surfaces développables, le plan mobile qu’elles 
enveloppent passe par un point fixe; ce plan mobile est 
d’ailleurs le plan tangent de la surface; par conséquent, 
si l’on désigne par £o, Yo, Zo les coordonnées rectilignes 
du sommet, par x, y, z celles de la surface, et que l’on 
pose dz = pdx + q dy, on aura 


(1) z— a =p(z— z) +g (y — yo). 


Telle est l'équation aux dérivées partielles des surfaces 
coniques. 

Cette équation (1) peut aussi être obtenue au moyen 
de l'équation générale des surfaces coniques entre lės 
coordonnées. Soient 


(2) z—t—=a(z- a) y—yı=b(z— z) 
les équations de la génératrice. Les quantités a ét b étant 


fonctions d’un même paramètre, elles sont liées entre 
elles par une équation 


(3) d(a,b)=0, 
dont le premier membre est une fonction arbitraire; 


l'élimination de a et de b entre les équations (2) et (3) 
donne l’équation entre x, y, z qui appartient aux sur- 


+ 
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faces coniques, savoir : 


(4) + (== z=») So. 


Différentions l'équation (4) ou (3) d'abord par rapport 
à x, puis par rapport à y, il viendra 


dò 
- 


[apl a EPE, 


do . 
-72 + Ce 2)+ zg aar) 


d% : 

i 7j centre ces deux équa- 
tions conduit encore à I es (1); cette équation {1} 
a pour conséquence, à son tour, l'équation (4), ainsi 


do, 
Félimination du rapport 


‘qu'on le verra dans le calcul intégral. 


Les génératrices d'une surface conique <6n$htuéntæn 
prémier système de lignes de courbure {n°"327}} le 
deuxième système s’obtiendra évidemment eñ coupant 
la surface par des sphères ayant pour centre le sommet 
de la surface. i 

Des surfaces conoïdes. — Équation aux dérivées 

partielles de ces surfaces. 


350. Les surfaces conoïdes appartiennent à la classe 
des surfaces réglées et au genre des surfaces gauches. 
Elles sont engendrées par une droite mobile qui ren- 
contre constamment une droite fixe et qui reste paral- 
lèle à un plan fixe; la droite fixe est nommée directrice, 
le plan fixe est le plan directeur ; le paraboloïde hyper- 
bolique est un conoïde. 

Soient, relativement à trois axes quelconques, 


z= mz -+ p, y=nz +v ~ 
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les équations de la directrice donnée, 


Az +By +Cz—o 
celle du plan directeur, et 
(1) t=az+a, y=bz+6 


les équations de la génératrice de la surface. Cette géné- 
ratrice rencontrant la directrice et étant parallèle au plan 
directeur, on aura 








| a—m b—n 
(2) a—p ‘6 
NET RP Re ' 


les équations (2) déterminent deux des quantités a, b, 
æ, 6 en fonction des deux autres, et celles-ci sont liées 
entre elles par uñe équation arbitraire. Pour avoir lé- 
quation aux dérivées partielles de la surface, il suffit 
d'exprimer que le plan tangent en un point (x, y, z) de 
la surface, plan dont l'équation est 


Z—i=p(X—x) +9 (Y 7) 


renferme la génératrice,’ ou est parallèle à la droite 
X = a2, Y = bZ; on obtient de cette manière 


(3) ap + bq] =1. 


Si l’on élimine les quatre quantités a, b, æ, 6 entre les 
cinq équations (1), (2), (3), on obtiendra l'équation aux 
dérivées partielles demandée, savoir : 


p(z — mz—a) +q (y— nz — v») 
4) mp + nq — 1 


A(xz—mz—u)+B(y—n2— 7) 
Am + Bn+C 


Cette équation se simplifie lorsqu'on prend la droite 


directrice pour axe des z et le plan directeur pour plan 
L. 34 
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des xy ; alors on a , ~ 


.m=0 p—=0, »=0, »—0,.A—0, B=0, 
et l'équatiôn (4) se réduit à - 
(5) á pz + qy =0. 

Dans ce cas, les paramètres a, b, æ, 6 ont, dans les 
équations (1) de la génératrice, des- és infinies; cette 


génératrice étant pärallèle au plan des xy et coopani 
l'axe des z, elle a des équations de la forme 


(6) z2=k, Y = gr; 


les constantes k et g sont liées l’une à l’autre par une 


équation arbitraire, et si l'on pose 
(9) É = (8h, 
l'élimination de A et de g entre les équations (6) et (7) 


donnera l'équation générale des conoïdes, entre les coasa 
données x, y, z; cette équation: est 


(8) z= (2) 


et elle exprime que z est une fonction homogène du degré 
zéro des abscisses x et y. Pour éliminer la fonction 9, 
il suflit donc d’ appliqüer théorème des fonctions homo- 
gènes à la fonction a eequi reproduit l’équäuion (5). 

e d s $ > P 
Des suifäces de révolution. — Équation aux dérivées 
l partielles de ces surfaces. 


3 
351. Dans toute surface de révolution, la normale en 
chaque point rencontre l'axe. Cette propriétérpermet de 
forme  imméc iatement r pon aux dérivées partielles 





a Jeti AU (Y—y)+q(Z—:)=0, 


> 
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la normale au point (x, y, z), et 
Si X= htp, Y=n2+) 
celles de l’axe de la surfåce. En éliminant X, Y, Z entre 
les quatre équations précédentes, il vient 
(1) (g +7)}(z— mz — p) — (p + m) (y — nz —»)= 0, 
t 


ce qui est l'équation aux dérivées partielles des surfaces 
de révolution. p 

On.peut encore tirer cette équation de eelle qui a lieu 
entre les coordonnées. Effectivement la surface est en- 


, . : À $ 
gendrée par un cercle dont le centre est situé sur l’axe et 


dont le plan reste perpendiculaire au même axe. On peut 
prendre, pour représenter ce cercle, les deux équations 


į (z= e} + (y— >») +2 =u, 
l mz + ny + 3 =9, 


(2) 


dont la première appartient à une sphère variable qui a 
pour centre la trace de l'axe sur le plan xy, et la se- 
conde à un, plan mobile perpendiculaire à l'axe. Les 
quantités u et v sont liées par une équation arbitraire 


(3) d (u, v0) — 0, 

qui devient l'équation des surfaces de révolution quand 
on remplace u et v par les valeurs tirées des équa- 
tions (2). Si l’on différentie l'équation (3) par rapport 
à x et par rapport à y, on aura 


dò do r 
aa errre] Ge + 2 





dd 
Ale + g)=0; 


À D AU i ak i ar | 
Rx jE g it 
wo AER i 
e i uon de —— et de À ent ces équations repro- 


du 


k duit Péqüation (1) qūé'nous avons obtenue diréétement. 


34: 


t 
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i l’on pre r axe des z l’axe de la surface, on a 
Si l rend pour axe des z l'aye de la surfac 
m= 0, p = 0, Nn = 0, y = 0, et l'équation aux dérivées 
partielles des surfaces de révolution se réduit à 


(4) qz — py =v; 
en même temps, les équations (2) et (3) donnent l'équa- 
tion suivante entre les coordonnées, 


(5) d(x+7,z)—0 ou 2 +y—ae(z), 
ọ (z) étant une fonction arbitraire. | 


352. Dans les surfaces de révolution, les méridiens et 
les parallèles constituent les deux systèmes de lignes de 
courbure; effectivement les normales de la surface me- 
nées par les points d’un méridien sont contenues dans un 
même plan, et celles qui sont menées par les points d'un 
parallèle forment un cône de révolution. On peut, au 
surplus, vérifier ce fait au moyen de l'équation générale 


dp dq 


dr} pd dy + q dz 


des lignes de courbure. On a effectivement par l'équa- 


tion (4) 
p_4 __pdr+qdr dz 
y xdr +ydy xdr + ydy’ 


et, à cause de l'équation (5), chacun des rapports qui 


PES. 
figurent dans cette formule est égal à —-— ; on a donc 





g (z) 
S E 
P= Fa ITF 
d’où 
dr .… xe"(z)dz dy yg” (2) ds 
dp = — ——, = r a ——— 
P= Fi) g*(2) 1= Fa) p” (z) 


Si l’on substitue les valeurs précédentes de p, q, dp, dq 


1 
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dáns l'équation 
dp S dq 

dr + pdz zz dy + qdz 

des lignes de courbure, on obtient 
[r+ g" (z)]dz (x dy — y dz) = 0; 

cette équation se décompose en deux autres, savoir : 

dz=0 et d À — 0; 

Tr 


on a donc, pour les lignes de l’une des courbures, 
z = const., et pour les lignes de l'autre courbure 


X = const. ; ce qui démonire la proposition énoncée. 
TZ 


De l'équation aux dérivées partielles des surfaces 
développables. ’ 


353. Lorsque l'équation d’une famille de surfaces entre 
les coordonnées rectilignes x, y, z et un paramètre va- 
riable x, savoir : Le 


VAEZ Ya Zy %p ọla) = 0 


ne renferme qu'une scule fonction arbitraire ọ (x) du pa- 
ramètre, on peut éliminer la fonction arbitraire ọ des 
deux équations 


d 
f=o, Y o, 
da 


ui appartient à l'enveloppe des surfaces proposées, et 
qui app PP prop 


Ton obtient ainsi une équation aux dérivées partielles 


du premier ordre, laquelle convient à toutes les enve- 

loppes qui ne difièrent entre elles que par la nature de la 

fonction +. Nous ne reprendrons pas ici le calcul que 

nous avons suffisamment développé au n° 86, et à l'égard 

du cas où l'équation proposée renfermerait plusieurs 

fonctions arbitraires du‘paramètre æ, nous devons nous 
es: | 


TT 


a 


ETS 


ar re 


“As 
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borner à ‘indiquer ce qui concerne les surfaces dévelop- 
pables. 


- 354. SE un plan mobile réprésenté par ré é- 
quation +": 


‘un Z z=az+ yola) + (ah ~ K 


” p 
æ étant un ia variable, ọ (x) et y (a) deux fqne- 
tions arbitraires de ce sp La dérivée de l'équa?, 


tion (1 ii he À æ est r 


Fe, jt, y 
(a): atgyja Eyle) 
et le système des équations (1) et a) ) représente toutes 
les rai dév SL ei 












mais comme fi l da ëst nul en verta de Pe 


qion (2 } 
(3) k 


comme si à était’ eQ ant. Tl résule de là quel'on a .. 
(4) ~ PEER g= glah 

et de là il est aisé de conclure deux équations aux déri- 
vées partielles du premicr ordre qui conviennent à toutes 
sles surfaces développables et qui ne renferment chacune 


qu'une seule fonction arbitraire. En effet, les tpa- 
tions (4) donnent d’ abord, per l'élimination de a, - 


(5) = ep) “ 


et, en portant dans l'équation (1) les valeurs de æ et 
de g (æ) tirées des équations (4), on obtient 


t, =- 


(6) | z= pz + qy + ÿ(p). 


Chacune des équations 45} et (6) reyferme une seule 
fonction arbitraire; ces équations sont celles que nous 


> 


, 


TN a 


+ 


ss mm. em ss - E Y | 


> 
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voulions obtenir. Il faut remarquer que l'équation 


(7) 2= px +qy + Y(p, q), 

où Ÿ désigne une fonction arbitraire de p et q, n’a pas 
plus de généralité que l'équation (6), car q étant ‘une 
fonction de p, Ÿ (p, q) est elle-même une simple fonc- 
tion arbitraire de p. On verra dans le calcul intégral que, 
réciproquement, l'équation (5) nepeut donner que des 
surfaces développables; il en est de même de l’équa- 
tion (6) ou (7), avec une certaine restriction. 


355. Maintenant, pour éliminer la fonction arbitraire 
qui reste dans chacune des équations (5), (6) ou (7), il 
faut introduire les dérivées partielles du deuxième ordre. 

Considérons d’abord l’équation (5); en la D 
totalement, il vient 


dq == + {(p) dp 
ou 


rdr + sdy = e{(p)(sde+tdy); 
on tire de là 
i r= sg (pl, typ) =s, 
et, en multipliant, il vient 
(8) rt — 8 = 0. 

Telle est l'équation aux dérivées partielles du second 
ordre qui convient aux surfaces développables; elle 
exprime, comme on voit, que l’un des rayons de courbure 
principaux est infini en chaque point de la surface. 

Considérons maintenant l'équation (7), qui comprend 
l'équation (6), et différentions-la totalement, on aura 


UY : dy 
dz = (pdz + q dy) + (+ )æ + (+ mar 


ce qui, à cause de dz = p dx + q dy, se réduit à 
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Remplaçant dp et dq par leurs valeurs rdx + sdy, 
s dx + tdy, et égalant ensuite à zéro les coefficients de 
dx et de dy, il vient 


pape, 
- dp dq ce 

| dy dy\ 
(a iea 


en multipliant ces équations l’une par l’autre, on repro- 
duit l'équation (8). Nous devons remarquer toutefois que 
les équations précédentes sont satisfaites en posant 
dy dY 

(9) EP a, y+ =0; 

l'élimination de p et q entre les équations (7) et (9) 
donne une équation entre x, y, z qui appartient en gé- 
néral à une surface non déyel ble et qui satisfait 
cependant à l'équation (7 ):Mk Vinsisterai pas ici sur 
' ce sujet qui se rapporte surtit au calcul intégral. 

356., En portant les valeurs de p, g, dp et dg tirées 
des équations (4) et celle de dz tirée de l’équation (3) 
dans l'équation 

dp dq 


dx + pdz T dy + q dz 
des lignes de courbure, on obtient 


daf [1 + p (a) — a9 (2) g' (a)] dy 
+[ap(a)—(1+ a')g'(a)}de}=0; 


(10) 


cette équation se décompose en denx autres, savoir : 


(11) da= o0, 
pa) EC EC CR 


dr 1+g(a)— ag(a)g (a) 


L'équation (11) donne a = const. ; elle convient aux ca- 
ractéristiques ou aux génératrices de la surface qui for- 
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ment ainsi un premier système de lignes-de ourbure, 
comme nous en avons déjà fait la remarque (n° 327). 
Ensuite, si on élimine l’une des variables x, y ou x 
entre l'équation (12) et l'équation (2), on aura l'équation 
différentielle qui convient au deuxième système de lignes 
de courbure, 


Des surfaces des canaux. 


357. La surface d’un canal est l'enveloppe d’une 
sphère de rayon donné dont le centre décrit une courbe 
plane arbitraire. Si l’on désigne par a le-rayon de la 
sphère, par æ un paramètre variable et par ọ (x) une 
fonction de ce paramètre, l'équation générale des sur- 
faces que nous considérons résultera de Lél'.nination 


de æ entre les deux équations 
| (7— a} +[y— g (a)} += a; 
l (z — a) +[y— e (2)] g (2) = 0. 


(1) 


Nous avons déjà formé au n° 87 l'équation aux dérivées 
partielles du premier ordre qui convient ‘à ces surfaces ; 
nous avons vu que la première équation (1) donne 


(2) (z — a)+pz—0, ` [|y — ẹọ(2)] + q7 =0, 
et que l’on a, par l'élimination de æ et de ọ (a), 


(3) z= -m 
Vi+p+9 
Nous nous proposons de plus, ici, de trouver les lignes 
de courbure de la surface. La diflérentiation des équa- 
tions (2) donne | 
dx + p dz + zdp = da, 
ss dy + q dz + z dq = q' (2) da; 


d’ailleurs on a par les mêmes équations (2) et la deuxième 
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des équations (1) 





p+gz(x)—=0, ou s(a) == 
on conclut de là 
3 dp = da 
trpa d+pt > 
d 
TNA i BEREE A eA 
dy + q dz q dy + q dz 


Or, les premiers membres de ces formules sont égaux 
entre eux pour les lignes de courbure; donc l'équation 
de ces lignes sera 
qda pda 
dr + p dz dy + qdz 
ou 
(1 + pP + gd: da = 0, 
ce qui donne 
da =o ou, dz—0, 
SET 
c'est-à-dire 
a = const. ou z= const. 

Ainsi les lignes de la première courbure ne sont autre 
chose que les caractéristiques de l’enveloppe, lesquelles 
sont des circonférences de grands cercles de la sphère 
mobile; ces lignes de courbure seront aussi les lignes de 
plus grande pente de la surface si l’on suppose le plan x) 
horizontal, car les lignes de la seconde courbure sont 
alors des lignes de niveau. 


De l'équation aux dérivées partielles des surfaces 
réglées. 


358. Nous considérerons enfin, en terminant ce Cha- 
pitre, le cas général des surfaces réglées. Les équations 
de la génératrice renferment trois fonctions arbitraires 
et l'élimination de ces fonctions exige que l’on introduise 
les dérivées partielles du troisième ordre. Nous ferons 
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donc, comme à l'ordinaire, 
=pdx + qdy, dp= rdx + sdy, dq —=sdx + tdy, 
et nous poserons, en outre, 


dr—udz + udy, ds =wudx +vdy, dt =vdx £ wdy. 


Cela posé, soient 
(1) z=az+a, y= bz+6 


les équations de la génératrice de la surface. 

Différentions les équations (1) par rapport à x et y, et 
dénotons par a’, b', x’, 6’ les dérivées de a, b, a, 6 rela- 
tives au paramètre 8 dont dépendent ces quantités. :On 
aura 





| äp + (a'z +a), 
(2) | dû 
= ' A Taid 
| o= tpt (b240) T 
, , d9 
, lo=ag+(a sta) 
(3) | di 
| DEAR EE 
On tire de là 
dû 
dx SPRV bp _ blan—i\—àbp b 
d uq bq —ı bag—a (bg —1) Ta 
dy 


il en résulte 


(4) ap + bg —1 
et 
d9 d9 


les dérivées a’, b',a’,€' que nous avons introduites ne ligu- 
rent pas, comme on voit, dans les précédentes équations: 
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Diférentiant l'équation (4) par rapport à æ, puis par 
rapport à y, il vient : 


r d9 
(ar> bs) + (a'p + b'q) L 


(as + bt) + (a'p + b = 0; 


a 


ajoutant ces deux équations après les avoir multipliées 
respectivement par a et b, il viendra, à cause de la for- 


mule (5), 
(6) aàr + 2abs + bt= o. 


En différentiant encore cette équation (6) par rapport 
à x et par rapport à y, on a 


d(@r+ 2abs + bt) d0 





(au + 2abu + bv) ü g7” 
dla bs bt) d 
(au + 2 abe + bw) + ETE a R £ F = 0; 


enfin, en ajoutant ces équätions multipliées par a et b, 
on obtient, à cause de la formule (5), 


(3) au + 3a? btu + 3ab'e + bw — 0, 


Les équations (6) et (7) ne contiennent que les deux 
fonctions a et b; elles sont d’ailleurs homogènes et suf- 
fisent pour l’élimination. Si l’on fait, pour abréger, 


8 “s+ Ven 
(8) MT ot 


on tirera de l'équation (6) b = dù; et en ‘substituant 
cette valeur dans l'équation (7), on aura 


(9) . a+ 3uww + Zoo + wo = 0, 


équation aux dérivées partielles du troisième pee qui 
appartient aux surfaces réglées. 
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DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES. 
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Manière de représenter les variables imaginaires. — 
Des fonctions algébriques. 


359. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des quan- 
tités réelles; nous nous proposons maintenant d'étendre 
l'analyse que nous avons développée dans les premiers 
Chapitres de cet ouvrage, au cas où les constantes et les 
variables ont des valeurs imaginaires quelconques. 


' Le cas où l'on a une fonction de la forme u + v Y—1, 
u et v étant des fonctions réelles données de variables 
réelles, n’exige aucun principe nouveau. Il est naturel de 
définir la différentielle de la fonction dont il s’agit en 
disant qu’elle est la somme obtenue par l'addition des 
différentielles du, dy respectivement multipliées par les 
facteurs r et ÿ— 1. La différentielle du + dv ÿ— 1 s'ob- 
tenant dors en opérant comme si dx était une con- 
stante réelle, les règles qui ont été établies pour la diffé- 
rentiation des fonctions réelles s'étendent d’elles-mêmes 
aux fonctions de la forme u + v ÿ—1, pourvu que les 
variables indépendantes demeurent réelles. 

Mais quant aux fonctions de variables imaginaires, 
elles ne peuvent être introduites dans l'analyse qu’à la 
condition d'avoir été définies avec précision, et nous 
procéderons ici comme nous l’avons:fait à l'égard des va- 
riables réelles. nS 
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Toute fonction explicite peut être: obtenue-en exécu- 
tant sur des variables et des constantes données un cer- 
tain nombre d'opérations élémentaires; quand une seule 
de ces opérations suffit, le résultat est une fonction simple 
d'une seule variable; dans le cas contraire, le résultat des 
opérations exécutées est une fonction composée de fonc- 
tions d'une ou de plusieurs variables indépendantes. A 
l'égard des fonctions implicites, elles sont définies au 
moyen des équations qui expriment la manière dont elles 
sont liées aux variables indépendantes; les premiers 
membres de ces équations sont donc des fonctions expli- 
cites des diverses variables, et on les obtiendra en exé- 
cutant sur ces variables diverses opérations successives 
répondant chacune à ce que nous nommons une fonction 
élémentaire ou simple. 

Il suffit donc de définir les fonctions élémentaires 
d'une seule variable que l’on veut introduire dans l'ana- 
lyse, pour avoir une notion précise de l’ensemble de 
toutes les fonctions explicites que l’on aura à considérer ; 
je dis fonctions explicites, car les équations dont dépen- 
dent les fonctions implicites ne définissent pas, en géné- 
ral, ces fonctions d’une manière complète. Or les fonc- 
tions élémentaires sont pour nous, jusqu’à présent, en 
très-petit nombre; elles se composent : 1° des fonctions 
qui résultent de l’une des opérations de l'Algèbre ; 2° des 
fonctions, exponentielle et logarithmique ; .3° des fonc- 
Non: 10 nous donnerons la définition de ces 
dive tions pour le cas où la variable indépendante 
est imaginaire. 


360. Désignons par z la variable indépendante et 
posons 
z=2+y\ i, 


x et y étant des variables réelles. Si l’on trace deux axes 
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de coordonnées rectangulaires, x et y représenteront les 
coordonnées d’un point M du plan, et l’on peut dire, avec 
Cauchy, qu'à chaque valeur de la variable z répond un 
point déterminé, et inversement. Soient p et les coor- 
données polaires du point M, on aura 


r—peosw, y= p sin w, 
et, par conséquent, 
z =p (coso + ÿ— 1 sino), 


les quantités p et w seront dites le module et l'argument 
de la variable z. 

Pour que la variable z prenne toutes les valeurs pos- 
sibles ou représente successivement tous les points du 
plan, il suffit de donner à p toutes les valeurs de o 
à +œ, et àw les valeurs comprises entre o et 27 ou, 
ce qui vaut mieux, les valeurs comprises entre — 7 et 
+ n. Alors à une valeur donnée de z, c'est-à-dire à des 
valeurs données de x et de y, répondront des valeurs 
déterminées de p et de w; il y aura cependant excep- 
tion, dans le cas de y = 0, x étant négatif; alors on a 
cosw = — 1, sinw = 0, et l'on peut prendre à volonté 
w = — T ou w = +7. Mais on fera disparaître cet in- 
convénient si lon convient que l'angle w compris entre 
— T et + 7 peut approcher autant que l'ot voudra de la 
limite inférieure — x, sans cependant jamais l'atteindre. 


361. Une fonction entière de z est un polynôme f (2) 
toujours réductible à la forme 


gley) + Viry), 


(x, y) et ġ (x, y) étant des polynômes à coefficients 
réels. Toute fonction rationnelle de z est égale au quo- 
tient de deux #onctions entières, et on peut encore lui 
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donner la forme | 

(mr) +V—-1% (x y), 
ọ (x,y), Y (x, y) étant ici des fonctions rationnelles 
fractionnaires et à coefficients réels. Si l’on substitue les 
coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires, 
une fraction rationnelle quelconque sera toujours de la 


forme 
P+QV—:, 
Pet Q étant des fonctions rationnelles de p, de sinw et de 


cos w. 


362. Le seul cas des fonctions algébriques élémentaires 
que nous ayons à examiner est.celui de la fonction z”, m 


étant un exposant fractionnaire © dont le dénominateur 
q est positif. 

Si l'on fait, en désignant par k un entier quelconque, 

z = p(cosw + ÿ— 1 sinw ) 
= p [cos (o + 24r) + V— 1 sin(o + 2kr)], 

on aura, par la formule de Moivre, 

2" — p" [cosm (o + 24r) + V1 sinm (o + 24»)], 
ou 
z" = p" (cosmo +y—1sinmo)(cosamkr +W—1 sinzmkr), 
p™ étant une quantité réelle et positive. Cette expression 
de z™ est susceptible de q valeurs différentes, pour chaque 
système de valeurs attribuées à p et à w; on obtient ces 
q valeurs en donnant, à l'entier k, q valeurs successives, 


O, 1, 2,. . (g — 1), par exemple. La formule précédente 
comprend donc q fonctions distinctes dont la plus simple 
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répond au cas de k = 0; si l’on adopte cette valeur, on 
aura 

z" =p (cosmo + ÿ— 1 sinma), 


et la fonotion z" sera ainsi complétement définie. 


Des séries dont les termes sont imaginaires. 


363. Si les deux séries 


llos Ury Wiyos sg Unnise ess 
Pos Pis Canon Vantio ses 


dont les termes sont réels, sont convergentes, et que leurs 
sommes soient respectivement U et V, on dit que la série 


u + oy — 1i, mu Vi, utoy i... 


est convergente et qu'elle a pour somme la quantité 
U+ V yı. | 

La même série est dite au contraire divergente, lorsque 
les parties réelles de ses termes et les parties multipliées 


par y— 1 ne forment pas deux séries convergentes. 


Tuéonime I. — Une série est convergente, lorsque 
les modules de ses termes forment une série convergente. 


En effet, soit la série 


Vos Us Use cop pipes 3 

De 

désignons par A leimodule et l’argamentidu terme 
# « * . 

général u,, en sorte que l’on ait 


Un = Pn (coson Ear sar) 
La série 4 Pa sakarst M 


Po, Pis pisse- p Pimi 





I. 
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étant convergente par hypothèse, les deux séries 


Po COS, pi COSO p: COS... 
Po Sin, pi sine, paSinw,,... 


sont elles-mêmes convergentes (n° 98, théorème II, et 
n° 97, corollaire I), et, par conséquent, la série pro- 
posée l'est aussi par définition. 


364. MULTIPLICATION DES SÉRIES. — THÉORÈME II. — 
Soient 


(1) 


| us, llig Us... Unniyese, 


Por Pin Paso on Pepe e 


deux séries convergentes ayant respectivement pour 

5 dj P P 
sommes S et S', et qui restent convergentes quand on 
y remplace les termes par leurs modules, la série 


(2) Woy Wig Waiscees Wnnivess y 
dont le terme général w,_, a pour valeur 

Vans = Ug Pani E Us Cna F Ua Pag He o o À Una Pi À Unes Pos 
est convergente, et elle a pour somme le produit SS'. 


Ce théorème a été établi au n° 104 pour le cas où les 
termes des séries (1) sont réels; nous supposons ici ces 
termes quelconques. Désignons par 


| Pos Pis Passeg Puis. 


Gos Gis Faye y Onips se 


(3) 
les séries convergentes formées avec les modules des 
termes des séries (1) et posons 

Tui = Po Cni + Pi Crer + Pa nes Hess + Pas 01 F Par S03 
la série 


(4) Tos Tip Tags s Tiges 
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est aussi convergente (n° 104) et elle a pour somme le 
produit des sommes des séries (3). * 

Cela posé, soient S,, $, les sommes obtenues en ajou- 
tant les n premiers termes dans les deux séries (1) respec- 
tivement, S% la somme des n premiers termes de la 
série (2); soient aussi Z,, Z,, Z, les sommes obtenues en 
` ajoutant les z premiers termes dans chacune des deux 
séries (3) et dans la série (4); on aura 


Sp Sn — Sn = Un Prat + (un On + Una Vpn) 


(5) 

+ (use À Una Vi He se + Ki Pas), 
(6) { Zi >, — In = Pot Gai + (pni Ga— F Pas ms) +... 
dt i À (Pur Gi + purs Gi ee H pi Gami )s 


et comme le module d'une somme ne peut surpasser la 
somme des modules des parties, on conclut de ces for- 
mules que le module de la différence S, Sp — S’, est infé- 
rieur, ou au plus égal à X; 2p — Dn. Mais cette dernièré 
différence tend vers zéro, comme nous venons de le dire, 
quand z augmente indéfiniment; donc le module de la 
différence S, Sn — Sh, tend aussi vers zéro, et l’on a 


lim. (S,S,— S,)—0o, ou lim. S, =S, 
ce qui démontre la proposition énoncée. 


RemarQuEe. — Il faut remarquer que le précédent 
théorème ne subsiste pas nécessairement dans le cas de 
deux séries qui cessent d’être convergentes quand on y 
remplace les termes par leurs modules. 


365. Nous présenterons encore ici un théorème im- 
portant dont on verra bientôt l'application. 


Tutorème III. — Soient m un nombre entier positif, 
z une quantité imaginaire donnée, et Z une variable qui 
35. 
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se réduise à z quand l’entier m.devient infini. L'expres- 


sion 
ES) 
-14+ — 
m 


tendra vers une limite égale à la somme de la série 
convergente 


» 
7 3 


+... 





(1) De ah 
; 1, 1,2 1.2.3 


si l’on fait tendre l’entier m vers l'infini. 


D'abord la série dont il s'agit est convergente (n° 363) ; 
car si p désigne le module de z, la série 
2 3 


14 = + 
LP va 1.2.3 





converge vers une limite finie qui est égale, comme on sait, 
àe, 

Cela posé, désignons par S la somme de la série (1), 
par S, la somme de ses z premiers termes, et posons 
(2) S= S, + Ra, 


on aura 
B z" $ z ; z Ra 
z — 1 ee RE Re E, A EE ... |° 
T 2.3..n nti (n+ijin+a) 


Le module de la somme entre crochets est inférieur au 
module de la somme 


obtenue en remplaçant z par son module p'et lës diviseurs 
n+1i;n + 2,... par ny cette dernière somme est'égale à 
1 s | 


57 si donc on désigne par: 4 une-certaine "+ 
1 à ; 


n 
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imaginaire dont le module est inférieur à 1, on pourra 
écrire 


(3) > À, | 
L 1.2... =È 
n 


Maintenant, l'entier m étant supposé plus grand que 7, 


développons la puissance (+ Ey par la formule du 


binôme relative à l'exposant entier et positif; désignons 
par S, la somme des n prémiers termes et par R', la 
somme des termes suivants. On aura ' 





Désignons par P le module de Z; le facteur entre cro- 
chets, dans l'expression de R’, est une somme dont Ies 
termes sont en nombre limité, et le module de cette 
somme est évidemment moindre que le module de la 


somme illimitée . 
| P 3 > 
é 1+ a + FT sos 





1 p. 
dont la valéur est pi °n aura donc, en désignant 
Se 


n 
par © une-quantité imaginaire dont le module estinfé- 
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rieur à 1, a 








` on aura 


(7) Sh — Sr = a H n HH. eH en. 


Cela posé, en retranchant la formule (2) de'la for- 
mule (4), on a 


(8) (+ ZV- s= PE EE EE E 2 


et si l'on fait tendre l'entier m vers l'infini, n restant 
constant, les quantités e s'annuleront à la limite d’après 
la formule (6), puisque Z tend, par hypothèse, vers la 
limite z ; d'ailleurs l'expression (5) de R’, devient 


2^ 9’ 





8’ étant une quantité comprise entre o et 1. Donc le se- 
cond membre de la formule (8) tend vers une limite 
qu'on peut représenter par 





n . 


mais je dis que cette limite est nulle et que l’on a 9' = 8. 
En effet, le nombre n est arbitraire, et, en le prenant suf- 
fisamment grand, le module de l'expression précédente 
deviendra inférieur à une quantité quelconque donnée. 
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lim. (1+ Z)" =s, . 
m 


De là résulte que 


ce qui démontre la proposition énoncée. 


Définition de la fonction exponentielle, dans le cas 
d'une variable imaginaire. 


366. La série 
Zz » z! 2 
étant convergente, quelle que soit la valeur réelle ou 
imaginaire attribuée à z, elle tend vers une limite qui 
est une fonction de la variable z; désignons cette fonc- 
tion par q (z ), on aura 


z? gn—1 


SEE rer er 


et, en changeant zen z;, 


2 =e 


— R ts _ 
TS na et 1.2.. (2 — 1) 








Ces deux séries restant convergentes qùand on y rem- 
place chaque terme par son module, la nouvelle série 


dont k premier terme est 1 et dont le terme de rang n est 
d Ag 





; HIT. 
sera elle-mèmé €onvergente et’ elle aura pour somme le 
produit ọ (z) p (z1) (n° 364). Or E Si prossid promet 
évidemment égale à 


FFE pya (z +z) 
1.2... (n=) 
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donc la série nouvelle dont nous parlons a pour somme 
ọ (z -+ z,) et l'on a, en conséquence, 


(2) p (2 + z1) = ẹ (z) ẹ (21). 


On peut encore démontrer cette relation fondamentale 
sans recourir au théorème sur la multiplication des séries 
et en faisant usage du théorème démontré au n° 365. On 
a effectivement, en désignant par m un entier positif, 


2Z,\" 
2+u+ — 


s \" z |" m 
t=) xpi =) —=\i+—————— ) ; 
m m m 
et, en faisant tendre m vers l'infini, on a à la limite 


z3 
/ m m 2+4+ — 
. z ° Zı è m 
lim. (: + z) x lim. (+2) = lim. \ 14 ——— Je 
m m m 

‘ou (n° 365) , 
a(z) (a)= p (2+2), 
comme nous l'avons déjà trouvé. 

D’après cela, si Z, Zi, Z2,..., tii désignent des 


expressions imaginaires quelconques, on aura ` 
g (2) p (2) (2). -9 (Za) 59 ( + atat) 


et, en supposant 


j ie eae = 


Z a> ?, 
on aura t 


(3) [o (2)]* = (es) 
p étant un entier positif quelconque. 


Si z se réduit à une fraction positive ou négative + 


PiN 


on aura 
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mais la formule (2) donne pour z = 1, z; ——1, 
p(—i)e(+n=g(o)=r, d'où ẹ(— 1) =[} (9), 
et, par conséquent, 


(4) e (2) = 
On a 





r 1 
gl )=1+2 LUS Las 


"= ê} 


donc, en extrayant la racine p*”* arithmétique des deux 
membres de l'équation (4), on aura 


(=) = 
A =e #, 


* . . % 
ou, en écrivant z au lieu de Æ -; 
e 


e(z)—=e. 


Ainsi, notre analyse nous permet de démontrer direc- 
tement que, dans le cas où z est une quantité réelle, la 
fonction ọ (z) n’est autre chose que la fonction exponen- 
tielle e. Or, l'équation (2) qui exprime la propriété ca- 
ractéristique de cette fonction subsiste quelle que soit la 
variable z; il est donc naturel d'étendre à tous les cas 
la notation déjà admise dans l'hypothèse où z est réelle. 
Nous poserons, d'après cela, 

2? 2 


(5) esito titan 





AER 


cette formule exprime la définition de la fonction e* dont. 
la propriété caractéristique consiste, d’après la for- 
mule (2), en ce que 


E XK e — eth, 
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Définition des fonctions circulaires directes dans le cas 
d'une variable imaginaire. 


367. Lorsque la variable z est réelle, les fonctions cosz 
etsinz sont développables en séries convergentes or- 
données suivant les puissances croissantes de z, et l’on a 


z’ z‘ zê 
(oser EET EA 
(1) < , R 
. 7 z z 
| sinz =? RENE 1.2.3.4.5 7 


les séries contenues dans les seconds membres de ces 
formules demeurent convergentes quand z y désigne une 
variable imaginaire quelconque ; on peut mème ajouter 
que la convergence subsiste quand on remplace chaque 
terme par son module; effectivement, si p désigne le 
module de z, les modules des termes des précédentes 
séries formeront les séries nouvelles 





p 
+ J... 
ET 1.2.3.4 
p p’ p’ 
L+- +... 
1 1.2 E t CRE #1 ? 

r ` Š e? 4- rep 
qui convergent respectivement vers les limites Pre 
e? —e™P 
—— 


Cela posé, lorsque z est une variable imaginaire, nous 
3 ? 
définissôns les fonctions cosz et sin z comme étant res- 
* pectivement les limites des séries convergentes 


- 
» 


z’ eA zt 
1.23 1.234 


„3 2 


1.2.3 © 1.2.3.4.5 tree 


in 
G 
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Quant aux autres fonctions circulaires directes, nous 
les définissons par les formules 





sinz cosz 
tangz = — 3 cotz = — , 
| cos z sinz 
(2) 
, I š L 
secz ——) COSCECZ = —— 9 
cos z Sinz 


qui sont, pour le cas de z réelle, objet d’une démons- 
tration dans la Trigonométrie. 


Relations entre les fonctions exponentielles 
et les fonctions circulaires directes. 


368. Si, dans la formule 


on écrit successivement z y— 1 et —z y— 1 au lieu de z, 
on aura* + 





c’est-à-diré (n° 367) 
(1) we © = cosz +1 sinz, 
i ei cosz — y—ısinz, 


formules où z défigne une quantité réelle ou imaginaire 
quelconque. On déduit de là. 
eva et = 
CÔSZ = 2 —, 
a 2 ; i 
ET bi peer 


aym, 


+ f sinz = 
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et 


Vi Pram mas 
(3) tangs = L ČE 


eY- + eT 


Les fonctions circulaires s'expriment donc par des 
exponentielles, et inversement les exponentielles peuvent 
être remplacées par des fonctions circulaires. Si k désigne 
un entier quelconque, on aura,, par les formules (1), 


(4) ekr i, A+ ri na. 
369. Si dans la formule fondamentale 


Ex en — et, 


on remplace z et z, par à ÿ—1et z, ÿ—1, puis 
par — z y—ı et — z, ÿ—1, on aura, par les formules (1), 


cos(3+2)+Y—1sin(z +32) 


= (cosz + ÿ— 1 sinz) (cos z, + ÿ—1 sinée,), 


~ 
Or 


cos (z + zı) — y— 1 sin (z + z,) 


= (cosz — y— 1 sinz) (cosz, — y— 1 sinz, ); 


en ajoutant ensemble ces deux équations et en retran- 

chant ensuite la seconde de la première, on trouve 

(6) | cos (3 + zı) = cosz cosz, — sinz sinz, 

| sin (z + z) = sinz cos z, +coszsinz. ‘ 

Ce sont les formules fondamentales de la Trigonométrie 

générale; elles s'appliquent, comme on le voit, à deux 

quantités quelconques z, z, réelles ou imaginaires, et la 

mème chose a lieu, en conséquence, à l'égard de toutes . 

les autres formules que l'on a déduites des équations (6), 

dans la Trigonométrie, pour le cas des variables réelles. 
On a, par la formule (3) du n° 366, en désignant 
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par x et y des entiers positifs, 


(=P= ai Z (= ai (= S 
Leon 


changeant z en z y—1 et extrayant la racine y" des 
deux membres, il vient 


(7) (cosz + y— 1 sinz)” 
7): 4 T ý 2k 
| = cos (2 a ŽE) Vin (22+ ztn), 
# p p e 
ce qui est la formule de Moivre, dans le cas d’un expo- 


\ 


. . kd p ` . 
sant fractionnaire quelconque -; étendue à une variable 
P 


quelconque z. Si l’on suppose la fraction Z irréductible, 


g 
le second membre de la formule (7) aura y valeurs dis- 
tinctes qui répondent aux valeurs 0, 1, 2,..., y —: de 
l’entier indéterminé #. | 
370. Les formules précédentes permettent de réduire 


à la forme p + q ÿ—1 chacune des fonctions e*, cos Z, 
sinz, tangz, etc., de la variable imaginaire 
z=z%+yy—!. 
On a effectivement 


(8) e = ets mi e x er — e (cosy + ÿ—1 siny), 


et, par les formules (6), 
cosz = cos (x + y V—1) 

. = cosx cos( yy —1)— sinz sin(yy=1), 
sinz = sin (x + y Y=! }, 


. = sinz cos (y Ÿ—1)+ cosx sin (rÿ—1), 
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ou, par les formules (2), 


cos (x + y y— 1) 











el +eTr à el — e7 —— 
== COST - — sinz —— V> i, 
(9) | PEN 
sin (£ +y y= 1) 
Š el -4 eI El — g? pam 
= sins — y- 
On a aussi 


sin(r+yV—1) 

cos(r+yy—1) 

— 2sin (£ +y y1 ) cos (£ — y al, 
2cos (z + y V— 1) cos (x — y da) 





tang (z +y yV 1) = 


ou 
Zr) = 227 + sin(a y V1) 


ta + 
igla cosaz + cos(ay y—1) 


ou, d’après les formules (2), 


t : ET — er — 
sin2xz + ns — y—ı 
PORT 


Dans le cas de x = o, les formules (9) deviennent 


| cos(7 =) = 7, 


CT — OT — 


| int V—1)= z V=; 
on en tire, par la division, 


(12) tang(y V=) = ET ya. 





(11) 
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De la fonction logarithmiqueet des fonctions circulaires 
inverses, dans le cas d’une variable imaginaire. 


371. Nous nommerons logarithme népérien d'unequan- 





tité donnée z = x + y ÿ—1, toute quantité u + v ÿ—1 
telle, que l’on ait 


(1) eti aey yZ. 
Posons 
z= pcosw, Y= psino, 
p étant positif et w étant compris entre les limites — x 


et +7; l'expression donnée x + y y—1ı pourra être mise 
sous la forme 


p (coso + Y—T sine) = pet, 
et l'équation (1) deviendra 
e" (cose + ÿ—1 sine) =p (coso + Y—1 sino); 


or, pour que cette équation ait lieu, il faut et il suffit que 
les expressions contenues dans les deux membres aient 
le même module et que leurs arguments ne diffèrent que 
par un multiple de lå circonférence. On a donc 


e= p, doù u= logp 
et 
o=o + 2kr, 

k étant un entier indéterminé. 

Il résulte de là qu’une quantité imaginaire z =p V~ 
a une infinité de logarithmes népériens qui sont donnés 
par la formule 
(2) logz — logp + (o + 24r) y= 1. 


Si l’on suppose k = o, on aura, en adoptant une locu- 
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tion de Cauchy, la valeur principale de l'expression logz, 
et la formule 


(3) log z = loge + o Ÿ—1, 


où w est compris entre — z et + 7, définit alors une 
fonction bien déterminée de la variable z; il ‘est biew 
entendu que dans les formules (2) et (3) nous repré- 
sentons par logp le logarithme népérien arithmétique du 
nombre positif p. 

Si le module p se réduit à l'unité, logp est nul et la 
formule (3) donne 


(4) logz =o ÿ—1; 


si l’on a z = — 1, l'argument w se réduit à x et la for- 
mule (4) donne pour la valeur principale du logarithme 
de —1 


log (—1) =z ÿ—1. 
372. Les expressions 
arcsinz, arccosz, arctangz,... 


admettent une infinité de valeurs pour chaque valeur 
réelle de z, et il en est de même quand z reçoit des va- 
leurs imaginaires. Nous nous bornerons ici à indiquer 
comment on obtient les diverses valeurs qui répondent à 
une valeur donnée de z, et nous prendrons comme 
exemple l'expression arc cosz. 

Il s'agit de trouver deux quantités réelles u et v telles, 
que l’on ait 


cos (u + o Y=) =z=2rz+ fy, 


x et y étant des quantités réelles données. Cette équa- 
tion revient à 


PES Le 


cosu a -sinu —— V- =z+yV—i, 
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et par conséquent les inconnues u,v doivent satisfaire aux : 
deux équations 











( e + et . e— et 
1 COSU ——— =T sın — = — yY. 
2 3 2 7 
On tire de là 
T a T 
(2) €" = — -= e" + EA , 
cosu sinu cosu sinx 


et en multipliant 
z? y? 
cosu sin’ 





ou 
sintu — (1 — z’ — y°)sintu — y?’ = 0. 


Résolvant cette équation, il vient 


1— y’ 1— r — y?) J 
sin? u = —— 53 + imee en rs 
2 


le radical étant pris avec le signe +, afin que sin’u soit 
positif; on a aussi 








costu — (1 + 2? + y?)cos'u — x = 0, 
d'où 


cosu = 


1+2 + y Fo b 
à — — a — p 
2 L 





mememe ss) 








extrayant la racine carrée des deux membres de cette 
formule et remarquant que cos u a le signe de x, d’après 
les formules (1), on a ’ 


(E) A 


[Hr VE) f 
eE S on E 
2 ; 2 
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Posons 





lta = arc cos — er + ? 


. 1+ x + y [14 xt + y? 3 2 
á) oa y nd pes 
{ 2 2 
T Y 
Ve = log ( ne ja 
COS o SİN, 


üo élaut un arc compris entre o et 7; l'équation (3) don- 
nera 


(5) u = 2 kr E us, 








k étant u entier; on aura ensuite, par les équations (2), 


Le AA E A R 


= "= ZE - ; 
COS Uo + sin [A COS tlo Sin Uy 








d’où 

(6) o= En, 

le signe ambigu + devant être fixé de la même manière 
que dans la formule (5). On a, d’après cela, 


(7) arccos (x + y V51) = 247 lue + 1); 

par conséquent, lorsque deux quantités réelles ou ima- 

ginaires ont le même cosinus, la somme ou la différence 

de ces quantités est ufmuläiple.de la circonférence. 
Dans le cas partiéulienide y = o, les équations (1) 

donnent irumédiatement KE 





sinu =0 ou #=0. 
En prenant v = 0, on a 
cosu = z, 


mais celte solution ne convient qu'au cas où la quantité x 
est comprise entre —1 et +1. En prenant ŝin u = ọ, on a 


cosu = 1, 
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le signe de + 1 étant celui de x. La première des équa- 
tions (1) donne alors 


e+e” 
AE —=+x, 





2 
d'où 
e=+r+yr— i, et v—log(+zx+ Va —i). 
On a donc, si x est comprise entre —% et —1, 
(8) arccosx — (24 +1)r + V1 log(— x + V5), 
et si x est comprise entre +1 et +, 
(9) arccosz = 2 kr + W—1 log (x + Va — 1). 


373. Les fonctions logz, arcsin z,..., ainsi que les 
fonctions algébriques explicites non rationnelles, appar- 
tiennent à la classe des fonctions implicites u, détermi- 
nées par une équation telle que 

F(u,z) = 0, 

dont le premier membre est une fonction bien déter- 

minée des deux variables z et u, et irréductible à Ja 

forme u — f (z), f(z) étant une fonction bien déterminée. 

Cette équation peut admettre, pour chaque valeur de z, 
. un nombre fini ou infini de racines u qui varient avec z;- 

mais, pour pouvoir considérer l’une de ces racines u en 
“particulier comme unt fonction de z, il est nécessaire de 

la distinguer avec soin des autres racines, parmi les- 

quelles il y en a qui peuvent devenir égales à celle que 
. l'on veut étudier, pour certaines valeurs, particulières 

de z. 

De la continuité. 


374. La définition de la continuité donnée au n° 12 
est applicable aux fonctions d’une variable imaginaire. 
Ainsi : 

36. 
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Une fonction bien définie f (z) de la variable ima- 
ginaire z est dite continue pour les valeurs de z qui 
répondent aux points compris dans l’intérieur d'un 
contour quelconque tracé sur un plan, lorsque, pour 


chacune de ces valeurs dé z, le module de la différence 
af(z)=f(z +42) —/f(z) 


décroit indéfiniment en méme temps que le module 
de Az, c'est-à-dire devient infiniment petit avec Az. 


On voit, par cette définition, que les fonctions entières 
sont continues pour toutes les valeurs de z; la même 
chose a lieu à l'égard de la fonction e*; car on a 


Etar emeleti), 


et, en désignant par À le module de Az, par 8 une quan- 
tité dont le module est compris entre o et 1, on peut 
écrire (n° 365) ` 


il est évident que le module de cette différence est infini- 
ment petit en même temps que le module de Az. 

Les fonctions cosz et sinz ne sont autre chose que des 
sommes d'exponentielles, et par conséquent elles sont 
fonctions continues de z pour toutes les valeurs de cette 
variable. 

Les fonctions rationnelles non entières et les fonctions 
tangz, cotz, sécz, cosz ne deviennent discontinues 
qu’en passant par l'infini. 

Mais il n'n est pas de même à l'égard des fonctions 
irrationnelles, et comme la continuité joue le rôle prin- 
cipal dans le développement des fonctions en séries, il 
est nécessaire de bien fixer les idées à cet égard en étu- 
diant complétement un cas très-simple. 
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Ainsi que nous l'avons dit, la variable 


z= x+ y\y—i = pí{coso +y ri sino) 


peut prendre toutes les valeurs possibles quand on attri- 
bue à p les valeurs comprises entre o etœ, et à w les 
valeurs comprises entre —r et +r. D'après cela, une 
fonction continue de z doit varier par degrés insensibles 
avec p et œ, et en outre, si e désigne un angle réel infini- 
ment petit, la différence des valeurs que prend la fonc- 
tion pour : 
z = p[cos(— z + s)+ V1 sin (— z + e) ] 
et 
z — p [cos (z — £) + V51 sin (z —:)] 


doit être infiniment petite, puisque la différence de ces 
valeurs de z, savoir 2p sin e#—1, est elle-même infini- 
ment petite; il est évident que réciproquement ces deux 
conditions assurent la continuité. On voit sans peine que 
la seconde condition peut être exprimée en disant que la 
fonction considérée prend des valeurs égales pour w=—7 
et pour ù = + T. : 


375. Cela posé, considérons l'expression 
(+3), 


où m désigne une fraction commensurable dont le dé- 
nominateur est supérieur à 1. Si l'on fait 


z = p (coso + y= sino), t+ z = r (cosp + v—1 sin 4), 


ÿ étant assujetti, de mème que w, à rester entre les li- 
mites — 7 et +7 sans jamais atteindre la limite infé- 
rieure, on aura 


rcos4 =1 + pcoso, rsinÿ = psino, 
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d'où 


I- pcose sin 
E >» sinÿ = [me 


r r 





r= VI+ 2pcosw + pP, cos} — 


équations qui déterminent complétement le module r et 
l'argument 4. D'après cela, les valeurs de l'expression 
(1+ 2)" seront: 


r (cos mr ÿ + V—1 sin mẹ) (cos2mkr + V1 sin 2 mk a), 


k étant un entier. On peut prendre, pour définir la fonc: 
tion que nous voulons considérer, l'équation 


(1+ z)" — m (cos m y + V1 sin mọ), 


et je dis que cette fonction sera continue tant que le mo- 
dule de z sera inférieur à 1, tandis que si ce module 
prend des valeurs supérieures à 1, la fonction pourra 
devenir et deviendra effectivement discontinue. 

En effet, les formules précédentes montrent que r, 
cos Y, sin, et par suite 4, varient par degrés insensibles 
si p et ù varient elles-mêmes par degrés insensibles, et 
cela quelles que soient les valeurs que l’on attribue à p; 
mais si p est inférieur à 1, on voit que cosy est toujours 


. s, . + z 
positif; d’où il suit que ọ reste compris entre =< 


kid . 
et + ~, et comme on asin Y =0 pour o = +7, l'angle Y 
2 


s’annule pour o = —7 et pour w= +7. On voit par là 
que la fonction (1+-z}" varie par degrés insensibles 
avec p et w; elle a d’ailleurs la mème valeur, p restant 
le.même, pour w= — + et pour w = + T, donc elle est 
fonction continue de z. 

Supposons maintenant que z prenne des valeurs dont 
le module soit supérieur à 1. Si l’on donne à w les valeurs 
— (n — £) et + (7z — e€), € étant un infiniment petit, 


Taga 
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puis que l’on fasse tendre £ vers zéro, dans l’un et l'autre 
cas cosŅ tendra vers la limite — 1, et sind vers la limite 
zéro; mais, dans le premier cas, sin ÿ atteint sa limite 
en passait par des valeurs négatives, tandis que, dans le 
second cas, le sinus est positif avant d'atteindre sa limite; 
ils’ensuit évidemment que l’on a Y =— 7 pour ġo —— 7 
etb—+#7 pour w = + T. Par conséquent, la fonction 
(1+ z)” prend pour w == — 7 et pour w = + 7 deux 
valeurs dont la différence est 2r" sinmr V— 1; cette dif- 
férence ne se réduit à zéro que si m est un nombre entier, 
donc dans tout autre cas la fonction est discontinue. 

Les’ mêmes considérations font voir que la fonction 
log (1 + z) reste fonction continue pour toutes les valeurs 
de z dont le module est inférieur à 1, mais qu’elle devient 
discontinue lorsque z prend des valeurs dont le module 
surpasse l'unité. 


Dérivée et différentielle d’une fonction d'une variable 
` imaginaire. 


376. Nous étendrons au cas des fonctions d’une va- 
riable imaginaire les définitions de la dérivée et de la dif- 
férentielle que nous avons données pour le cas d’une va+ 

- riable réelle. Si donc f(z) désigne une fonction de la 
variable imaginaire z = x + y ÿ—1, la dérivée f'(2) 
sera, par définition, la limite vers laquelle tend le rapport 


(2+4:)—f(2) 


7. Az 





ou 





ft ivir tayf) 


— = — 9 


Az +AyYÿ—1 





lorsque Az = Ax+A7yy—1 tend vers zéro, ce qui 


a 
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exige que Ax et Ay tendent simultanément vers zéro, 
On aura aussi, pour la différentielle de f (z), 


df {z)=f' (z) dz. 


Une variable est fonction de plusieurs autres, lors- 
qu'elle prend une valeur déterminée quand on attribue 
à celles-ci des valeurs déterminées. Partant de cette dé- 
finition, Cauchy a considéré toute fonction 4 (x, y) des 
deux variables réelles x et y comme une fonction de 
o dele y) 

dz 


æ + yy—ı ou de z. La dérivé > savoir 





de(s y) = lim ? (z taz, y +ar)—eix y }, 
dz Ar + 4y V—1 


est alors généralement indéterminée et sa valeur dépend 
de la limite a vers laquelle converge le rapport = quand 
Ax et Ay tendent vers zéro. A ce point de vue, il y a 
lieu de distinguer les fonctions en deux classes, suivant 
qu’elles ont une dérivée unique ou une infinité de déri- 
vées; nous nous bornons à indiquer ici cette conception, 
dont nous ne chercherons à tirer aucune conséquence. 
Les règles de la différentiation des fonctions algébriques 
n’ont à subir aucune modification, lorsque la variable 
devient imaginaire; il s'ensuit que ces fonctions ont des 
dérivées déterminées. La mème chose a lieu à l'égard des 
fonctions exponentielles, logarithmiques ou circulaires, 
car les règles relatives à ces fonctions reposent uniquement 
sur ce fait, que les expressions beat nnp tendent vers 
h h 
l'unité quand A tend vers zéro, et cela résulte immédia- 
tement des définitions des fonctions e et sin z pour une 
variable imaginaire z. On voit donc que toutes les fonc- 
tions composées avec les fonctions élémentaires de l'ana- 


CHAPITRE XI. 569 


lyse auront une dérivée unique déterminée, et dans ce qui 
va suivre nous ne considérerons que de telles fonctions. 


377. Soit f (z) une fonction de la variable 


2=x+ y V—1, 


continue dans une certaine étendue et ayant pour dérivée 


J'(z); f(z) peut être considérée comme une fonction 


de x et de y, et l’on a 





dfiz) _. Afiz) x; Al z). 
da = lim re = lim = X lim — Sa (z) ET 
df{z) . -Af (2) ž va . Az dz 
—— = ——— = lim — — = f' {2) —-; 
ay lim Ay ART 2s lim ày S°(3) dy 
d’ailleurs 
dz dz —— 
d = 1; dy y— i; 
donc 
af (z) , df{z) — 
FEE AA 


Remplaçons z par x + y ÿ—1 dans f(z), et faisons 
Sij = p(z y) + y (er) Vs, 


g et désignant des fonctions réclles, l'équation précé- 
dente devient, 


(1) . — = — 7 PTE 


Si l’on différentie ces équations par rapport à x et par 
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rapport à y, On trouvera 








de dd, dy de 
d dx dy’ d dx dy” 
dy dY dy d'y 
dedy =p” dedy dy? 
d'où 
d?o d'y Re. d'y d'y a 
(2) LA dt de a 


Ainsi l'équation aux dérivées partielles 
dO d'o 
æT dy” 

est satisfaite en posant 

Ə=ş(s, y) et O =yŅ4(z, y) 


378. Nous établirons encore ici une autre formule qui 
nous sera utile. Introduisons les coordonnées polaires p 
et w au lieu des coordonnées rectangulaires, et faisons 


. 
3 = pets, 
d’où w UE ~- 


dz VZT zZ dz ER 
OV pe VV = 2 Jr. 
do p dw P v 


Si la fonction f (z) admet une dérivée J'(z) bien dé- 
terminée, on aura, en opérant comme au numéro précé- 
dent, 








d'où 
df{z) dz _ df(z)dz 
do do — Tdo do” > s 





ajoutant à chaque membre la quantité f(z) Si on 
fiw 
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aura 
dz dz 
d — d — 
df{z) dz Fe du: -: df{z) dz dp 
doute na 
ou 


afro à | a|r) A 
Cap 7 de 


telle est la formule que nous voulions établir; en y rem- 


plaçant LP Ne par leurs valeurs écrites plus haut, elle 
dù dp ? 


devient 


(3) da dp 


Démonstration d'un théorème de Cauchy. 


A 

379. Soit f(x) une fonction réelle d’une variable 
réelle x, qui reste continue pour les valeurs de x com- 
prises entre les limites x, et X. 

Désignons par x une valeur quelconque comprise 
entre x, et X; divisons l'intervalle x — z, en un nombren 
de parties égales ou inégales et représentons ces parties 
par à 

Li Toy Ci — ip (x — Ta) 3 


la somme 


Li — Lo) Sf (ze) + (2: — 2) fr) +... 
+ (za — Epa) f (Enma) + (2 — Lh (nr) 


tend vers une limite déterminée lorsque le nombre n 
augmente indéfiniment et que chacune des différences 
Lı — Xo, La —Z,... tend vers zéro. Cette limite est 
une fonction de x que nous représenterons par F (x), et 
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si l’on construit la-courbe dont l’ordonnée est f (x), re- 
lativement à deux axes rectangulaires, la limite F (x) ne 
sera autre chose (n° 188) que l’aire comprise entre la 
courbe, l'axe des abscisses et les ordonnées qui répondent 
aux abscisses x, et x; en conséquence on aura 


dF (2) = f (x) dr. 

Si les différences x, — Xo, Xa — Liz.. -, sont égales 
entre elles et que l’on représente par h leur valeur com- 
mune, on aura 


pm) ES ee A) He fre + (7 — 1) 
n 





F(r)= (x — zr) 


et 


on a, en outre, évidemment 


F(x,)=0. 


Soient f; (x) et fa (x) deux fonctions réelles et continues 
pour lës valeurs de x comprises entre x, et X; il existera, 
d'après ce: qui précède, deux fonctions F, (x), F, (x) 
telles, que les formules précédentes auront lieu quand on 
fera simultanément f= f, , F=F,ouf=fiearF=rF,; 


donc les mêmes formules auront lieu encore, si l'on pose 
Slz)=f(x)+f(z) Nr, F(x)=F(z)+ (x) Vi. 


380. Soit f(z) une fonction bien déterminée de la va- 
riable 


z = p (cos o +y = 1 sin w) = pey =r, 


et qui reste continue pour les valeurs de p comprises 
entre certaines limites. 

Si l’on attribue au module p une valeur déterminée, 
la fonction f (z) ne dépendra plus que de l'argument w; 
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donnons alors à w les z valeurs en progression arithmé- 
tique 
27 2ir 2(n— i)z 


r, =r +s” =r + se’ — r A MMs 
n n n 


et désignons par 

Zay Zis + - y Zn1 
les valeurs de z qui répondent à ees arguments. La 
moyenne arithmétique des valeurs correspondantes de 
f(z}, savoir 


Sa) HA) ++ fs) 


n 


tendra vers une limite que Cauchy a nommée la valeur 
moyenne de f (z) correspondante au module p; nous la 
représenterons par N f (z) et l’on aura en conséquence 


pme) +) + flan) 


Mfz) — — pour 2 =% - 


n 


381. Cauchy a nommé module maximum d'une fonc- 
tion f(z) relatif au module p de z, le plus grand des 
modules que prend f(z) quand w varie de — n à +n. 
Le module d’une somme étant inférieur à la somme des 
modules des parties, la formule précédente montre que 
le module de la valeur moyenne M [f (2) ] est inférieur 
au module maximum de f(z). 





Supposons 
F{z)= 2", 

p étant un entier positif ou négatif. On aura 
LS AR 
M [24] = pl e7 #7 V— im LES Tenis — 

n = 
1— e20rŸ—i 
= p” 678% V—! lim , 
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et sig ne se réduit pas à zéro, cette formule montre que 
l'on a 

I [:"] =o. 


… 382. Les notions que nous venons de présenter suf- 
fisent pour établir un théorème important dû à Cauchy; 
ce théorème est le suivant : 


Tuéorims. — Soit f(z) une fonction de la variable 


imaginaire z = pe” v—i , qui reste continue pour toutes 
les valeurs de z dont le module n’est pas supérieur à 
une quantité donnée R. Si l'on désigne par Z la valeur 
que prend z quand on fait p = R, la valeur moyenne 
de la fonction Zf (Z) sera nulle. Ainsi l'on aura, d'a- 


près la notation convenue, ` 


M [ZF(Z)] = 0. 


En effet, posons - 


(1) — af(z) V =i =p (p 0), (a) =y (po); 


on aura, par la formule (3) du n° 378, 


7 ) dy (p, o) dý (p, w) 
2 i = ———. 
l dp dw 
Regardons p comme une constante, g(p,w) sera une 
fonction continue de w ; si donc on fait. 


u = — nr + ng, 
et 


S(p o) » 


K a (o + n)lim 2: —Tr)+olp, =s +a)+...+Ho[p, —r+(r—1)a] 


— s pour a = 





n 


$ (p, w) sera une fonction déterminée s’annulant pour 


cr 
el 
ot 
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w = — 7, et l'on aura (n° 379) 
(4) y = pp, w). 


Pareillement, si l'on regarde w comme une constante, 
Y (p, %) sera fonction continue de p, tant que l’on aura 
p<R ou =R, et si l’on fait 

. p= nô, 
puis 
y (0, w) + 4 (3, o) +... 4 [(2 — 1) 3, ©] 


n 


à pour 2 — © ; 





(5) € (p, o) = plim 
Y (p, %) sera une fonction bien déterminée qui s'annu- 
lera avec p, et l’on aura (n° 379) 
dY (p, w) 
6 — 2 = y (p, w). 
(6) 2 Y (ps w) 


Maintenant différentions l'équation (4) par rapport à p, 
et l'équation (6) par rapport à w; nous aurons, à cause 


de la formule (2), 


do (p, o) = do) 








dp do dp du re 
ou 
d dð (p, w) dY (p, œ) 
dp dp 
—— DENE = 0, 
dw 


Cette formule montre que la fonction 


do (p, w) dY (p, o) 
dp ns dp 


est indépendante de w; on obtiendra donc des valeurs 
égales en y faisant ù = —r et ù = + T4 ainsi l’on a 


do (p, +r) e dY (p, +7) _db(p, —7r) _ dY(p, — 7) 
dp dp Eu dp dp j 





. 
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Or, par hypothèse, la fonction 4 (p,w) a la même va- 
leur pour w = — 7 et pour ù = +7; la même chose a 
lieu, en conséquence, pour Ÿ (p, w), d'après la for- 


e EST NT TA. , « 
mule (5), ainsi que pour la dérivée RUE" d’ailleurs 


la fonction ® (p, — 7) est nulle; donc la formule précé- 
dente se réduit à 
do (ps +r) 


dp 


Il résulte de là que la fonction Ÿ (p, + x) se réduit à une 
constante, el, par conséquent, on a 


(7) DIR, +7) =t(0, +r). 


Enfin f(z) étant continue pour lės valeurs de z dont le 
module ne surpasse pas R, cette fonction ne peut ĉtre in- 
finie pour p = 0; il s'ensuit que le produit 


zf (z) V51 = (p 0) 


s'annule pour p = o0, et il en est de même de ® (p, w) 
d’après la formule (3). On a donc par la formule (7) 


(R, 7) = 0, 
ou, ce qui revient au mème, 
(8) | M [Zf(2)]= 0; 
ce qui démontre le théorème énoncé. 


Cororrarme I. — Soit F (z) wne fonction d'une va- 
riable imaginaire z = pe” v=! qui reste continue pour 
les valeurs de z dont le module p n'est pas supérieur à 
R. Si l'on désigne par Z la valeur que prend z quand 
on remplace p par R, et par x une constante réelle ou 


imaginaire dont le module r soit compris entre o et R, 


- 


= 
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F(r)=M [z F z]: 


En effet, la fonction F (z) étant continue tant que p 
n’est pas supérieur à R, il en est de même de la fonction 
F(3)—F(x 
. (9) | ft = @ F0), 


z—T 


on aura 


il ne saurait effectivement se présenter de discontinuité 
que quand z atteint la valeur x; la fonction f(z) prend 
alors la valeur i 
. F(z+h)—F(x 
lim ( - ) (z) 


DE À 


A (p) 


Le a 


quantité qui est nécessaïlfhent finie en vertu de nos 
hypothèses, comme on le verra plus bas. 

D'après cela, on peut appliquer le précédent thèore ‘me 
à la fonction f (z) définie par là formule (9); on a donc, 
par la formule (3), 


f eree, | 


L 


Or on a 


Hg = 





d'ailleurs la valeur moyenhe de -£ ést nullé (n° 381) 
å LR ET 37 


P3 a 
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quand y ne se réduit pas à zéro, et cette valeur moyenne 
est évidemment égale à l’unité, quand y = 6; donc 


Z a 
DM [= | = 1 + NW — ————. 
Z— x z( z) 


Z 


Le module de M Fe est inférieur (n° 380) au 
Bie . 


module maximum de la fonction —— > lequel est 
Zz |1— z) 
Z 
au plus égal au produit de (3) par le module maximum 


cr 
de ——. et comme | — 
T 


R 
R Z 
augmente indéfiniment, on a 


A é $ 
) tend vers zéro quand z 


la formule (9) donne alors : 
\ Z \ 
ce qui démontre la proposition énoncée. 


€onozzatme Il. — Les mémes choses étant posées que 
dans le Corollaire 1, la dérivée d'ordre y de la fonction 
F (x) a pour valeur 


(13) F(s) = 1.2... pM PEF F2] 


(Z = æjA TE 
Cette formule comprendra la formule (12) si l’on convient 


de remplacer le produit 1.2...4 par l'unité et F(#) (x) 
par F (x) quand u est nul; donc, pour établir læ for- 
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mule (13), il suffit de démontrer quesi elle a lieu pour 
une valeur de x, elle subsiste encore pour la valeur sui- 
vante. À cet effet, remplaçons x par x + h dans la for- 
mule (13), on aura 








Z 
} ES | se 
pie (æ+ h\= 1.2... uM lz siy æ) 


et, par suite, 
FKA (x + h) — FKA (2) 
h 
— 1.2... pM CLR) 
(Z—x—h) FI (Z — x) 


+ ZF (Z) , 
(Z — z — er cu L 








faisant À = 0, on a 


1 c Z \ 
pet ) (x)= CS FET (p +1) Par F w) 





ce qui n’est autre chose que la formule (13), où lon a 
remplacé p par p +1. 


Remarque. — Pour établir la formule (12), nous avons 
admis que F’ (x) ne peut pas devenir infinie pour une 
valeur de x dont le module est inférieur à R; nous allons 
actuellement le démontrer. Supposons que F’ (x) puisse 
être infinie pour diverses valeurs de x dont les modules 


soient compris entre o et R, et soit ac“ Y=! celle de ces ya- 
leurs qui a le plus grand module. La formule (12) sub- 
sistera sans difficulté pour les valeurs de æ dont les 
modules sont compris entre a et R, et, en la diflérentiant, 
on aura encore 


F'(z) = Fe OI 


z) 
Donnons à x l'argument z et faisons tendre le module de 
8 
37. 
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cette variable vers la limite a; le second membre restera 
évidemment fini et tendra vers une limite déterminée; 
par conséquent le premier membre, qui est-égal au se- 
cond, ne pourra devenir infini, comme on l’a suppôsé. 

Il résulte de là que la formule (12) exige seulement 
que le module de x soit inférieur au module R. 


+ 
Formule de Maclaurin. 


383. Cauchy a déduit de ce qni précède le beau théo- 


rème suivant : 


Taéonème. — La fonction F (x) sera développable 
en série convergente ordonnée suivant les puissances en- 
tières et ascendantes de x, si le module de la variable 
réelle ou imaginaire x conserve une valeur inférieure 
à celle"pour laquelle la fonction F (x) cesse d'étre con- 
tinue. VEJAS 


FRE . > + 
Pour démontrer ce théorème, il sufit de remplacer, dans 


la formule (12) du numéro précédent, > 





= par A ya- 


leur tirée de la formule (11); il vient des 


| H[F(Z)] + > ne. 


F(Z) 
Za 


UT E 


en faisant 


REE z" F(Z) afaa F (Z) e7”. —1! 
(2) R=IM 7 = (5) M EE |. 





T 
Z 
Le module de x étant, par hypothèse, inférieur à R; le 


facteur (5) tend vers zéro, quand n augmente indéfini- 


+ 
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ment, et la quantité qu'il multiplie, dans l'expression 
de R,, conserve évidemment une valeur finic; on a donc 


lim R, = 0, 
et, par conséquent, 


(3) F (=) DR [F (2)]+ zən | 





F(Z) 
Z 





ce qui démontre le théorème énoncé, 
Les formules (12) et (13) du n° 382 donnent, pour x = 0, 


r F (0) = [F (Z)], 


on peut alors écrire la formule (5) comme ilsuit : 
(4) ` F(r)=F(0o)+- = F'(0) te - F” (0) E 
ce qui est la formule de Maclaurin. 


384. Les fonctions (r+ z)” et log (1 + z), définies 
comme nous l’âvons fait plus haut, étant continues pour 
les valeurs de z dont le module est inférieur à 1, on atra 
pour ces valeurs de z 


` m m(m—1) 
G+ a+ + D +..., + 
1 1.2 
' z 7 g 
log(i+z)=-—-—+-— 
log ( ler 


En écrivant pee Y=! 


mule devient 


au lieu de z, cette dernière for- 





log (1 + p coso + p sin o V— — + 


Posons 
r+ p coso = recos}, psinw— rsinY ; 
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, . Lu Fr, 

l'angle à devra être compris entre — ~ et + Ž à cause 
2 2 


de p<[1,etil est, en conséquence, déterminé par sa tan- 
gente dont la valeur est F 


tang} = —"—— . 
On a d’ailleurs 
| | r= Vi + 2pcose + f, 
puis 
log (1 + p cosw + psinw Ÿ—1)— logr + ÿ Ÿ—1; 





donc 
log V1 + 2p coso + p + y~ 1 arc tang PE deih 
1 + p cOSw 
pe“ V1 pre V—: persv—i 
= — — + —_—— —, 
1 2 3 


Égalant de part et d’autre les parties réelles et les par- 
ties multipliées par.le facteur y— 1, ìl vient 


— pe 2 y 3 
log TE po pren pousse : p cos3w 


à 3 sahs 
arc tan psino _ psino p’sinze | psin3w 
| E iF poso — i 2 3 ss 


formules qui subsistent pour toutes les valeurs de p infé- 
rieures à 1, pourvu que l'arc de la seconde formule soit 


. . . E T T . yt . 
pris entre les limites — sr Si l'on fait dans cette 


; A EA r 
dernière formule p sin w= x, p cosw = o, d'où w = + 7 
il viendra 
i z w? + 2 
arc tang rt = — — — — 
rare rs 
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ou, en posant x = tang z, 


__ tangz  tang’z ‘tang': 


= 3 -5 sos 





cette dernière formule subsiste pour les valeurs réelles 


de z cômprises entre — 7 et + y 
+ 

385. Les fonctions e*, cosg, sin z restent continues 
pour toutes les valeurs de z, donc elles sont toujours dé- 
veloppables en séries convergentes; maisñl faut remar- 
quer que ces développements en séries sont, pour nous, 
l'expression même de la définition des fonctions dont 
nous parlons; il n’y a donc aucune conséquence à tirer 
relativement à celles-ci. Il y aurait lieu à un théorème 
concernant/la fonction e*, par exemple, si l’on prenait 
pour définition de e* l’équation 


e — et Vi — e cosy + y — 1 "sin y. 





e z zZ ‘4 . 
Les fonctions “= cot zre cessent d'ètre continues 


e — 
qu’en devenant infinies, la première pour des valeurs 
de z multiples de 27 V—=r, la seconde pour des valeurs 
de z multiples de 27; donc ces fonctions sont dévelop- 
pables en séries convergentes pour toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires de z dont le module est inférieur 
à 27%. Pareillement, la fonction tangz resfe continue 
pour toutes les valeurs de z dont le module est ifférieur 


à =; elle cst donc, pour ces valeurs de z, développable 


en série convergente par la formule dé Maelaurin. J'ai 
démontré ces résultats, par une méthode particulière, 
dans mon Traité de Trigonométrie (4° édition); je ren- 
verrai à cet ouvrage-pour les détails des développements 
ew séries dont je viens de parler. 


LS 
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1 ! 

Les fonctions z” , logg, e7 sont discontinues pour une 
valeur nulle du module, et elles ne sont développables.en 
séries ordonnécs suivant les puissances entières, positives 
et ascendantes de z, pour aucune valeur de cette variable. 


” 


Formule de Lagrange. 


386. Désignons par x une constante donnée, par t une 
variable réelle où imaginaire, et considérons l'équation 


(1) s= x + tf(z),. 


dans laquelle z est une inconnue et f (z) une fonction 
continue de z indépendante de x et dë. Cette équation 
aura un nombre limité ou illimité de racines z selon 
que la fonction f.(z) sera algébrique ou transcendante; 
pour t= 0, lane de ces racines se réduira à x et les 
autres deviendront infinies. Pour que l'équation (1) ait 
deux racines égales, il faut qu’elle soit vérifiée en même 
temps que sa dérivée prise par rapport à z, savoir 


(2) 1=f' (z), 
et, en éliminant £ entre les équations (1) et (2), on aura 
(3) s= r+ 0) 
< f'(a) 
à X 


Les racines de cette équation (3) sont indépendantes 


y e 
de t; désignons-les par a, e% Yt, ape^YT',... et por- 


tons-les successivement dans l'équation (2), on aura 


I , 1 
t = Å t= Aey 


f! (a, envi) á f' (a, er N=") 


formules qui font connaître les valeurs qu'il faut attri- 
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Buer à t, pour que deux racines de l'équation (1) soient 
égales entre elles. Désignons par R le module de celle de 
ces valeurs qui a le plus petit module, il est évident que 
l'équation (1) n'aura point de racines égales tant que le 
module de la variable £ restera inférieur à R, et par con- 
séquent les racines de cette équation me pourront vérifier 
l'équation (2). 

Cela posé, je dis que’si le module de t reste compris 
entre o et R, les racines de l'équation (1) varieront par 
degrés insensibles avec t. En effet, donnons à t -nne 
valeur t, dont le module soit compris entre o eð R, 
et denses par Zo l’une des racines de l'équation (x); 


2 — 4 
on aura tọ = let si, prenant pour Âz, une quan- 


f(z) 
tité infiniment petite, on détermine At, par l'équation 
Z + Âz% — Tt . ` a 5 i 
ly + åt, = ŻA, il est clair que l'équation (1 
Tutia) q q (1) 


aura pour racine Z + Az, lorsqu'on donnéra à t la va- 
leur 1, + At,. La diflérence de nos deux valeurs-de £ est 


Ža + åz, — T Zo ne 
Jatan) J) 
_ 4% t[f(z JE), 


J (2 + 4%) 





at, = 


et comme la fonction f (z ) est supposée continue, la fors 
mule de Maclatrin lui est applicable; on a donc, en né- 
gligeant les infiniment petits du deuxième ordre, 
' 1— Af! (2) že) 
âti = 1 hf (2) åz, d'où Az, = AE At. 
f(z] 1 — h f' (2o) 
Le dénominateur 1 — tof? (ze) ne pouvant être nul, où 
voit que si la valeur # produit une racine z,, la daler 
to + At, produira une racine 2, + À z, dont la diflé- 
rence à Zo deviendra infiniment petite avec â to. 
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Mais toutes les racines de l'équation (1) deviennent in- 
finies pour £t = o0, à l'exception d’une seule qui se réduit 
à x ; celle-ci peut être considérée, d’après ce qui précède, 
comme une fonction continue de t pour toutes les valeurs 
de cette variable dont le module est inférieur à R, et, 
pour ces valeurs,-elle est -développable en série conver- 
gente, par la formule de Maclaurin. 


387. Désignant donc par z la fonction qui vient d'être 
définie, on aura 


asie dz ne sas d’z + 
ETS dt}, 12 \d ja  1.2:3\d), °°"? 


dz R dz 
Zos (F) exprimant les valeurs que prennent z, Zo 
pour t = 0. Et, si F (z) désigne une fonction continue 
de z, indépendante de t et de x, on aura plus générale- 
ment 


(5) F(sj= (a) + t (2R) as (zz) p 


de Jh cal de 





Il nous reste à calculer les coefficients de ce développe- 
ment. Pour cela, considérons ici le paramètre x comme 
une variable, Si l’on différentie l'équation (1) d’abord 
paf rapport à £, puis par rapport à x, il viendra 


, (6) D PE =), =e E, 


d’où l’on tire 
(7) g TE > 


En différentiant les deux membres de cette formule 
par rapport à x, et en multipliant ensuite par une fonc- 
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tion arbitraire ọ (z) de z, on a 


ajoutant cette formule avec la formule (7}multipliée par 
dg(z) dz _ dọ(z) 


dz dx dx 


dz dz 
d— an 
(z dx Z dg(z) dz _ 4 [ro z] m do (2) i dz 
a (2) dt dt dx ? ()— dx a dæ Sia) def 


ou 


; il vient 

















d; dz“ 

ajaz] [ok] 

(8) Fe Mo Pois a da + 

Cette formule (8) nous montre que si l’on doit prendre la 


dérivée, par rapport à £, d'une expression de la forme 
dz . PRT ; 
ọ (z) 7 il suffira de multiplier cette expression par f (z) 


et de prendre la dérivée du produit par rapport à x. 

Différentions l'équation (8) n — 2 fois par rapport 
à t; on pourra, dans le second membre, intervertir l’ordre 
des différentiations relatives à t et x, et l'on aura 


dr poz] a [re DE :] 


den 5 . de 





mais, dans le second membre, chaque différentiation re- 
lative à £ peut être remplacée par une différentiation re- 
lative à T pourvu qu'on imtroduise q’ abord un facteur 
f(z); of aura donc ne 


7: Log]. efi ro Aeee 
9) Danar Fe ds  . ? 


… 
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et si l’on fait 
íz) =S (2) F(z)» 


d'où, à cause de l'équation (7), 








„dz 43 _ dF'z) 
ASP 
` il viendra . PEN 
dz” 
? Lo (a\V Piz) TE 
d — dus 7 


Faisons maimenant {= o, on aura, par l'équation (1), 
z= x, F(a)=F(x) 


puis, par les équations (6), 


enfin la formule (10) donne 


ES [Sr] Fia), 





dt" dar è 
en sorte que la formule (5) devient 


1 


F(a) = F(a) + ES) P(e) + 2 EE 4. 


dx 
(11) ! " In fete F'( 
SE VRP -$ 


EE TERT dx! 


c’est la formule connue sous le nom de formule de La- 
grange. CA : 
Si la fonction F (z) se réduit à z, on a 
t df fi} 


t eo d~ | fia)" 
{ = sa a … mener per TAE se 
So 0) tia dx ek Tan daem + 
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Remanque. — Si la dérivée F’(z) reste continue, la 
| "(z dz . 
fonction EE = F'(z) 7 est développable, par la 


formule de Maclaurin, en série convergente ordonnée 
suivant les puissances de t, tant que l’on a mod. t < R. 
Pour avoir les coefficients du développement, il suffit de 
remplacer + (z) par F'(z) dans la formule (9), et de faire 


f dz : 
ensuite t=0, 2—x, — —1; on obtient de cette ma- 


dx 
nière 
z d t 2 P| flA pE 
e TT CLORE OILO 
dx 1 dx 1.2 dz’ : 


ce qui n'est autre chose que le résultat de la différentia- 
tion de la formule (11) par rapport à x. 


Applications de la formule de Lagrange, 


388., Proposons-nous de développer en série ordonnée, 
suivant les puissances croissantes de 1, la fonction con- 
tinue z, définie par l’équation 

32=r<+tz", 
m étant un nombre entier positif, L'équation (3) du 
n° 386 se réduit ici à 


mx 





z , 
z=z+ >, d'où z= 
m 


a 


m—1? 


l'équation du même numéro (2) donne ensuite 


(m1 


m” 2" 


£— 


et nous devons nous borner à donner à £ des valeurs dont 
le module soit inférieur à la valeur numérique de 


(m LES 
ni set 7 


R= 


m” am 
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la valeur de z donnée par la formule (11) du n° 387 
devient alors 


2m Bm(3m—1 

PR TE Per 
.2 b. 2. 

ME nm ( nm — 1)... n+2 

PTS 

SA" + 4€ 1.2... 





à ALL. 


Lire: dénéra de cette série a pour valeur 
me g Į 
my 
hnm (nm — 1). . (nm— n + 2) 


n+ 
g” H 14, 








1.2... 
et l’on a, par suite, 
Uni 1 (am + m) )\ (rm + m—1).. (am +1 ie 
ün  n+I (am —n +2). (nm — n +m) . d 


la limite de ce rapport pour n = œ est égale à 


m™ 7 t 
x" it, ouà Ex 


(m — 1}! 


et l'on reconnaît ainsi-par les règles ordinaires de l’ Algèbre 
que notre série n’est convergente que pour les valeurs 
de ż dont le module est inférieur à R. 


389. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent 
avantageux pour obtenir le développement en série des 
fonctions explicites; j'en présenterai ici deux exemples. 

Supposons d'abord qu'on demande de développer en 
série ordonnée suivant les puissances entières de tla 


fonction 
Li 


|) 


Vi — atr +t’? 





dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont 
le module est inférieur à l'unité. 
Je considérerai à cet effet l’équation du deuxième 
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degré 


PU rs 
l = TL mete 
(1) | 7 = 


dont les racines sont données par la formule 





(2) u = 


t 
Pour que l'équation (1) ait ses racines égales, il faut que 
lon ait . 
1— 214 + Ë —O, 

d'où l’on tire 

t=2 + “i>? Yi; 
x étant réelle et comprise entre — 1 el +1, le. module 
de ces deux valeurs de £ est égal à l'unité; donc, pour 
toutes les valeurs de ż dont le module est inférieur à 1, 
celle des racines de l'équation (1) qui a le plus petit mo- 
dule est dévéloppable en série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances entières et positives de £. Si nous sup- 
posons que la quantité £ soit réelle et comprise entre 
—1 et -+ 1, on aura, d'après la formule de Lagrange, 





ee) 
1— Vi — tx + t? “ALIAS |, 2 ét 
DÉS PRE SS A —— — ——— — 
t 2 1 dx rat 
zí — 1 \" 
du { 
( 2 ) t” 
Ta "A mel TEPAT UE i 


et, si l'on différentie par rapport à x les-deux membres 
de cette formule (n° 387, Remarque), il viendra 


-= + X + X NH. Xe +... 
Vi— atr + 


en posant, pour abréger, 
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390. Supposons en second lieu qu'on veuille dévelop- 
(z— e)" 


per la fonction Ga suivant les puissances crois- 
— J ® 


santes de t. 
En appliquant la formule de Lagrange à l'équation 


(1) l z=ķýč + tf (z), 


où z désigne une fonction des variables ¢ et t, et f (z) 
une fonction quelconque de z, il vient 


| un d'[F'(t)f(£)"] 
File Ds des ? 


et, en différentiant par rapport à 6, 


3 nli = em PIEKARY] 
(2) Mia De ` 


Maintenant soient 
F' (z) =" et f(z) =2:=>1, 


l'équation (1) donnera 





et, par suite, l'équation (2) devient 


(se — +)" =Y i d'em(E—i) 
I 


(1 =i T .2...7 de" 





- : | | 
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- CHAPITRE XII. ' | 


DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES. : 


+, dl + . 


Cr 


- 


+ i d s 
Théorèmes relatifs à la décomposition des fractions ` 


A 


ne la décomposition des fractions ra- 


tionnelles a une Brande impörtance dans l'analysémmä- . 
jaf ticulièrenfent l'oci 
Je calcul intégral. Aussi, : 


Pre et nous auror 
en faire l'application i 

‘ ai cru devoir geproduire ous les développements e 

relatifs à cette théorie que jpai présentés dans mon Cours 


i apli qu'une fr action i 


fpolynômes 






















qusloonqul es pi x, est osable en 
une par ié entière (qui peuget nulle), et en plusieurs 
De a à numé mrs constants, ayant pour 
déno rs les diverses p ces des facteurs li- 
néaires qui divigent le polynôme f (x). Nous démontre- - 
rons ensuite qu'une fraction rationnelle n’est décompo- 


sable ainsi que d’une seule manière, ébnous indiquerons 
` enfin le moyen d'effectuer la décomposition. 





392. , Taéonkue I. — Si a désigne une racine de lé- 

rs quation f (x) = 0, a son degré de multiplicité, en sorte 

. que l'on ait hd 
i= (z— a} (x), 

i 38 
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Jilx) étant un poonam non divisible par x — a,`la 


-. 


f fraction rationnelle © 





p D supposée irréductible, pourra 


toujours étre décomposée en deux parties de la manière 
suivante : 


F(x) A F(z) 
T = e H e e, 
7 ` fæ) (s—a (z—a —' f(x) 
P 
` A étant une con$tante,.et F, (x) un poly nôme entier. 


>` En effet, on a identiquement, quel que soit À, 
n 


F(z). F(x) 2 „A + E) —ASf(z) 

Sa) (a aY f(x) (x— a) (2— af (z)? 
et pour que le deuxième terme du second membre ùe 
£ontienneà son dénominateur que la puissance 4 — 1 du 
facteur x — a, il faut et il suffit que le numérateur 
F(x)— Af, (x) s'annule pour x = a. Posons donc 

F (a) — Afla}= 0, 

on aura | 
P (a) < = + 
fa) 
cette valeur de A sera finie et différente” de zéro, puis- 
LL qa fila) et F se ne sont pas nuls : si l’on fait alors 


z)— Afi(x }= (z—a)F, (2) f 2 


A =. 





SELS HA 
(e—a) (ra) f(x) à 
ce qu'il fallait démontrer. . . o + , o, À 
ConozLame. — Si l’on a sa 


fla) = {r — a)? (x — 6)... (x ix 1’, 


a, b,...,l'étant des quantités distinctes et-a, 8,..., 


D Č a pa 
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. 3 . ; F(x)” 
des entiers positifs, la fraction rationnelle A pourra 
á z 


+ 





étre décomposée de la manière suivante : 


F(x) A À A, 
(z) (r—a)* (r—a}— z—a 
B B, B;_; 
e= + — +. + —— 








A, A,.....B, B,,...,L, L,,..., étant des constantes 
finies, et E (x) une fonction entière. 


En effet, en posant comme précédemment 
S(z)={(x- a) fix), 


on a, par notre théorème, 


Fle) RS Se CPR 
(x — a) f(x) (x— a)” (r — a} f(x) 
F(z) A; F, (x) 





(z — a) fix) g (x — a} (z — a-f, (æ) 


À,A,,...,A ,_, étant des constantes finies et détermi- 

nées, et F, (x), F, (x),. . ., Fa (x) des fonctions entières. 

Il faut remarquer que la constante A n’est jamais égale à 

zéro, mais les quantités A;, A,,..., À, _, peuvent être 

nulles, car l'un des polynômes F, (x), F,{(x),... peut 

être divisible par x — a; en ajoutant les égalités qui pré- 
38. 
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cèdent, il vient 

P(e) Fla) 

f(z) (r— a f(z) 











NE -ÈSE A, pêri F(zx) 
(r— a)" (x—a)ÿ O æ—a f(x) 
Si l'on pose 
Sla) = {2 — f(x), 
F(x 
et que l’on opère sur la fraction À) comme nous ve- 
nons d le faire sur P, on obtiendra une expression 
de la forme 
F (z)  F,(2) 
filz) x — bf (2) ; 
B, Be, Foel?) 


B 
Sanep TE EEE AE CD 


et, par suite, 





Fiz) A pA Au 
(x) (x—aÿ (x—a) T4 
R B, Be—, F,ç(x) 


ta ii e …. Tob AG , 


B, B,,... étant dés constantes déterminées et Fẹ (x) 
une fonction eñtière. 

En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la for- 
mule qu'il s'ägissait d'établir. 


393. Tagore I. — Une fraction rationnelle n'est 
décomposable Jue d'une seule manière en une partie 
entière et en fonctions simples. : 
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Supposons qu'on ait trouvé ces deux valeurs d'une 


(x) 


à é F 
même fraction rationnelle —— , 


fiz) . 
A B 
| Da VERTE 
et 
A! PB 
ER E ET 
(z— a)* (z— b)ê i 
on aura 
ES D 
(x — a)” á (r— a)* 


Cela posé, æ et a’ étant respectivement les exposants des 
plus hautes puissances de x — a dans les deux membres. 
je dis que a = a’ et A = A". Supposons, en effet, que 
æ et x’ soient inégaux et que x soit > a'; tirons de 
se ; A PE 
. Péquation précédente la valeur de ee et réduisons 
T—a > 
tous les autres termes au même dénominateurs on aura 
AS 2 a(x) 
a : 
(r—a)* „(e—a ™'y (z) 
ou 


x) 
a=(— a) tE, 





get Ÿ désignant des polynômes dont le second n’est pas 
divisible par x — a. D'ailleurs, A est une constante; il 
faut donc qu'elle soit nulle, car l'équation précédente 
donne À = o pour x = a. s donc À n’est pas nulle, on 
ne peut pas supposer & œ> a!, et l’on ferait voir de mème 
que, si A' n’est pas nulle, on ie peut supposer non plus 
a< a'; on a donc a — 2". 

Je dis maintenant que À = A"; eneffet, de la formule 
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qui exprime l'égalité des deux valeurs de eu, on tirera, 


| 
a' étant égal à &, si 


| A —A' Le. y{x) | 
(tr —a® (r— a) '4(r) 





ou . n * + 





A—A'—{r— a) ? (zy: 
E aih p) 
g et Ÿ étant, comme précédemment, des polynômes dont 
: le second n'est pas divisible par x — a; la différence 
A — A' est donc nulle, car, pour x = a;'le second mem- 
bre de la formule précédente se réduit à zéro. | 
+ Les termes qui renferment la plus haute puissance de 
x — a en dénominateur, dans les deux valeurs de la frac- 
tion rationnellé, étant égaux entre eux, on pourra les 
supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant ' 
de même sur ces deux restes, on voit que les termes qui 
contiennent en dénominäteur la plus haute puissance du 
même binôme æ — a, ou d’un autre binôme, sont aussi -~ 
égaux entre cux; et, em continuant ainsi; ón a 
que les fractions simples des deux valeurs de EZ) sont 


z 3 


égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, 
1 égalité des parties entières E (x) et E' (æ). 


| COROLLAIRE. — Le partie ‘entière FF figure dans la 


us d'une fraction xationnellé P alécomposée en 






fraction $ simples 


- sion de F(x) p&r f ‘4 
Car si l'on désigné par E (a x) le quotient et, pag ter: 


1 potion E eli dé la divi- 


le reste de cette division, où aura 
y Pr) slej. 
—— — E/. — ; 
TE + Fa) 


” {: 
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le aumérateur de la fraction 7 À étant de degré inférieur 


x 


au déñominateur, cette fraction s'annule pour x = % , et 
' en conséquence elle ne peut renfermer de partie entière. 
NUE Ya à á à | À 
Cas d'une fraction rationnelle dont le dénominateur 
; „wa pe des facteurs simples. Re 
8394. Soit -, ` ` e , 


S{z)= (e— a) (e den, 


a,b,.…., l étant dès quantités di 


u s5 si F (x). désigne 








un polynôme quelconque, on & arte qui précède, 

F (x) À B i cé: ; a 
(1) f(x PE 2e Ÿ + FES a 
A, ant des constantes déterminées et É A 
une ‘entière. 


"hi nous l'avons Ee + Ex) 


patie obtenu en effectuant la division de F (x) par 
) il reste à déterminer les, constantes À, B,- A L, 
1e t) donot, en multipliant par f (Aa 


Vs 







„Gette égalité alieu 1% i ntiquement; si l'on yfaitræa,;,® 
‘tous les térmes du secol i 'é : sy 
tion du premier qui se 


à Pr Dr Ka. 


séu } es 
2 Pre) = age) d'où az A. 





d’ silleurs a est l’une quelconque des 1 
~ toa f(x) =0; a 


r TA AOE < E 
3 Ee den LL 





600 CALCUL DIEFÉRENTIEL. 


et la formule (1) devient 





F(z) F(a) Fi) 
Fe) Pe eaj peret) t 
(3) 
Er n ERIA 
F) (e— 1) 


Lorsque le degré de, F (x) est infériéur au derr: m de 
f(x), la partie entière È (x) se réduit à zéro, et on a sim- 
plement 


F(z) “F(a) O FO PUO 
(DZ) Paea re A t te 
Soit 


F (e) = Porn + Pam, + Pt + Paaie 


Si l'on multiplie la formule (4) par f (x) et qu’on or- 
donne le second-membre par rapport aux puissances dé- 
croissantes de #, le coeficient de x"! sera évidemment 


EPF (2) F(!) 


5: PAUSE TI) 


et cette somme Séra égale à P; on a donc 
(5) 


le signe Ÿ indiquant qu’il faut remplacer x par chacune 


des m racines de l'équation f (x} = o, et faire la somme 
des résultats. Si Ja fonction F (x) est au plus du degré 
m — 2, la quantité P, est nulle et on a dans ce cas 

F F(z) 

IA 


formule qui est utile dans plusieurs circonstances. 


(6) . 


CHAPITRE XII. 601 


Méthodes pour effectuer la décomposition d’une fraction 
rationnelle, dans le cas général. 


395. Le théorème T du n° 392, par lequel on démontre 
la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen 
de l’effectuer. En effet, si l’on fait 


fix)=(z- a) f(x), 


nous avons vu que l'on a 











F(z) ____A re F(z) 
Fiz) (æ— a)“ (æ — afge) 
en posant ' 
: F (a) 
F(z)— f(x) 
— F(a) = f(a) À 
FT) ns T æ—2 ..) 


on a ainsi l’une des fractions simples demandées, et, 
pour trouver les autres, il suffira d'appliquer le mème 
théorë ème à la fradon complémentaire 


F, (x) 
(z — a AE r 
Dans le cas où l'équation f (x) =o n’a que des racines 
simples, on retrouve facilement de cette manière la for- 
mule établie au numéro précédent, mais, ce cas excepté, 
l'emploi du procédé dont il vient d’être question exige 
des calculs assez pénibles. 


396. On péut aussi employer la méthode des coeffi- 
cients indéterminés dont nous avons déjà fait usage au 
n° 394. Soit la fraction rationnelle 


F(z) 
f(z) 





(1) 


ri 


| (a+ he Mrs 


` 


+ 
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que nous supposons irréductible et dont le dénoïninateur i 
est divisiblé par la Puissance ame du binôme x — e,” ~ 
_ mais he l'est pas par une puissance „supérieure. Pour 


trouver les fractions simples ayi répondent à la racine a, 
on née 2 v 


Bije Aa 


FR } ea" 


ss 


4 > « > 
` ht 
oo =e 


Pa Se ir. (=) 
b-or g Jie) 


X cosisrmémest au théoèmé I. SiPon multi El cette for- 
mule : par f(x) et 1 ai z par a+ h, Ön aura 


ar 
T—a 







TEEN 
A 
ETES 


or on a LEA 


or it +4 Ft) 


et, en n portant ces ie dans 
obtie 


F(a 





1.2. 


..(æ +1) 





; F 
Cette forinule a ie quel ' que soit A, et si on hs départ 
et d'autre les coefficients des mêmes puissances de A 
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= “jusqu’à celles de degré «— 1, on aura E 


Miopa dta sra, | 
Naud lt) 6 |. ras 
AN pitre “E la) 
1.2 edat) 1.2 














f’ CHAA foai) f?*—' (a) Fab ~i (a 


— í . oaas rA i 
A a #—?1,2..(a +1) akaa gr 12 (21 





Ces Leu permettent de calculer successivement A, 
An PRE. €t les y ces coeficients seront 
finies et déter: 
férente de zé 
tions simples répondent aux di pra 
l'équation f| c) = o; quant à la partié entière, Òn Ja 

‘ trouvera, come nous l’avons déjf dit, en divisant x) > 

© par f(x). ‘ 

E Le calcul peut encore être dirigé de la manière sui- 
vante : après avoir déterminé la partie entière, par la» 
division , on égalera#la fraction complémentaire à Ja 

` .… somme des fractions. iles dan lesque Îles elle peut se 
e md chacun A fractions ayant pour fumé- 


r une indéterminée. Où c ra ensuite les déno- 
mifateurs Plon exprimera quë 
puüissatices dé Yariable sont angles deux mem- 
bres. On obtiendra ainsi les équations nécessaires pour la 
D ER des coefficients. 













cients des mêmes 


En : 3974 : Enfin, on peut effectuer la décomposition par un 
a qui n’exige que la division algébrique. En e ; 


si Jon ‘pose, comme nougfayons fait plus haut, 











Sa 
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et que l'on écrive a + hau lieu de x, la formule (1}-du 
numéro précédent, multipliée par k*, deviendra 


| a 4 
Ald EEU NN PEORES E a A A 
fila +4) . f(a +4) 
et l’on voit què le polynôme 
A+A A +A M4... + A a AT 


a —1 


est le quotient'que l'on obtient quand on divise l’un par 

l’autre les polynômes F (a+ h) et fı (a + h) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de h, et que l’on 
poursuit l'opération jusqu'à ce qu’on soit parvenu à un 
reste du degré a; on obtiendra donc, par cette division, 
les fractions simples qui se rapportent à la racine a. 

On pourrait déterminer de cette manière, indépen- 
damment les unes des autres, les fractions qui se rap- 
portent aux diverses racines, mais il sera plus simple 

F, (x) 


d'appliquer la même méthode à la fraction —) qui 


fix 
complète les termes déjà trouvés; on obtiendra ainsi les 
termes qui se rapportent à une deuxième racine, et une 


troisième fraction sur laquelle on continuera l'opération. 


398. La méthode précédente a surtout l'avantage de 
faire connaître l'expression algébrique des numérateurs 
des diverses fractions simples dans lesquelles se décom- 
pose la fraction rationnelle proposée. En effet, la divi- 
sion des polynèmes F (a+ h) et fi(a +h), que nous 
avons effectuée dans le but d'obtenir les coeïlicients À, 
Ai, A:5..., revient évidemment à développer la fonc- 
. F(a+h) PE i $ : 
tion ———— en série ordonnée suivant les puissances 

(a +) 
croissantes de À, et comme une fonction n’est dévelop- 
pable que d’une seule manière en une série de cette 


espèce, on obtiendra le mème résultat en faisant usage 
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de la formule de Maclaurin. Si donc on pose 


ra=), 
on aura 
REP path= pla) + bg a) RÉ 2. 


—! (a) a? 


iai 1.2... (2—1) id FR 

en désignant par k*R, le reste de la série; ici R, est 
une fonction rationnelle de % qui n’est point infinie pour 
F (a + h) 
fila +h) 
identique à celle trouvée précédemment. On aura donc 


h = o, et, par conséquent, cette valeur de est 





A=ọ(a) Ai=#(a), A,=? 


- y= la) 


e= an (a1) 
d’où résulte ce théorème général : 
Taéonime. — Si l'on a 
f(z\=(1— a) (r— bf... (2—1), 
que F (x) désigne une fonction entière de x, dont le 


quotient par f (x) soit E (x), et que l’on fasse, pour 
abréger, 


T\=(r—a a Ël) Z)=ixz — eF(x) re 
Tr NA (z 
= E 


on aura la valeur suivante de la fraction ration- 
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i T 5e 4 0 à 
, x api" t Taas a) 
Se 
1.2(r— bf? j 1.2... (6 — 1) (z — b) 
q i llre a (l) o” (L) Fe a (1) 





(e= 2} ee, 1.a (2 — pr E E —i)(z— 0) 


Forme nouvelle de l'expression d'une fonction 
rationnelle décomposée en fractions simples. 


399. Le résultat qui précède est susceptible d’une 
autre forme très-simple et très-élégante que nous allons 
faire connaitre. Désignons par F (x) une un ration- 
nelle quelconque, par. 


Pis peter a 


+ 


les racines de l'équation Ea 


1 
Fe) y 
et par te 
mi» My ee dy ma 
les degrés de multiplicité respectifs de ces racines. -_ 
Soit aussi, pour abréger, 


Pa) = (z — z)" (x), 


ọ (x) désignant une fonction qui a une valeur finie diffé- 
rente de zéro pour s= x. 


Si l'on imagine que la fonction rationnelle F (x) soit 











“4 





pë nt) 


aisé de voir que l'expression 







Li S T(m) d 
le symbole r(e) aésighlne le: 


nombres entiers qua est 
être réduit-à l'unité quand p est égal ar. 
< Comme on a * 


e gl) =m F (a +) r 


air 


da somme des fractions simples relatives à la racine +, 


. sera égale à la valeur pt) ns pour L=0o, expression ` 


‘suivante : . 
ý ; ETES #0) s 
ace, T ue "xx — sin 
PA z i T T(m) dent 
iis "D ds la dass rationnelle F (x) he contient Pas de 
. č 5 kd 
r r 5° . 





TA Tune ga 


i etc., peuvent être vei, x 
sa de & (x: +6) par rapport 
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partie entière, on aura 
m=i gm F(z +g) 


f d 
T — tı —% 


1 

F(a) = 2x dent ` 
Dans cette formule, if faut faire ¢ = o, après les diffé- 
rentiations; le signe sommatoire ` s'étend à toutes les 


racines £1, Zs, .., 2,. Il est presque superflu d'ajouter 


„que si le degré de multiplicité d’une racine, de x, par 


ges EF (zi + 0) 
z ` CC T—T, — . 
exemple, est égal à 1, la dérivée — + doit 
k 


être réduite à SFin tt), 
t—z— š 


Si la fonction F (x) contient une partie entière E (xf, 
on a 


dm ym E{z, + yi 
FAR (+ D mi 


il est aisé de trouver la valeur de E (x). Désignons par n 
l'excès du degré du numérateur de F (x) sur le degré du 
dénominateur; n sera le degré de E (x). Cela posé, si l'on 


1 ` . : ` 
change x en z dans l'équation précédente et qu'on mul- 
tiplie ensuite, de part et d'autre, par z”, on aura 


| SEE, F(z, +6) 
a A 1 n+i re pA I— (r, +&)z 
xF (=) D ds (2) re DE: d'emi-1 i 


i yp i ] i 
Il s'ensuit que sì l'on développe +2" F (2) en série or- 
z 
donnée suivant les puissances croissantes de z, la somme 
/ 1 
des termes dont le degré ne surpasse pas n sera z"E (2) . 
z 


Or, ¢ désignant toujours un infiniment petit, on a, par 
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lá formulede Maclaurin,’ 





i z) Pa F ag tes 

dọnc | | 

s SE | avr(:) : aer (z 
rE (2) UF fz) tror eRe a 


et, par suite, 


š di 


E I "An yn r\ 
mm aer(s) | re r (>). 
+ — == + — = 


. 1.2 ds 1.2...7 dg 


+ 


o E(2)= ayp (+) 4 ai 








P On peut trouver une autre expression plus simple du 
* — polynôme E (x). En effet, le coefficient de £"-' dans le 
développement de ¢" F ( y suivant les puissances crois- 
šantes de ¢, est égal au coeffičient de £ dans le dévelop» 


pement bR F (2): d’ailleugs, ces coefficients sont Jes 


nom 


s Ae. # 3 a 
valeurs que prennent, pourgi o, les deux quantités 
š bé T | +'à 


l ) d'entiF (z) 


TOTE" 1) déni T{a+i) de" 


dit} ( d'entiF (:) 
raip) de ni) ‘de 


di g : 






donc on a, pour é=0, - 





? 

. ESA F š r P 
et il faut remarquer que le premier membre doit être ré- 
dnit à &"F (z) dans lé"täs dei n. KA E 

I. | a * 39 


ARTE TE ME 


. 
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D’après cela, la valeur précédente de E (x) devient 


d" E (g) otite see ra") 


E TEE DE | g des _ DE 





enfin, comme on a évidemment, pour ¢ = 0, et pour 


i> n, 
. TS i 
d" ge +i F (5) 
NE 


\ 


dy" 
on peut aussi écrire 


fax 


d'F (=) (14 br- Ga 4 a 4 E at e... 
` 


ou 


On a donc la formule suivante, qui donne la valeur d'une : 


fonction rationnelle quelconque F (x) décomposée en 
une partie entière et en fractions simples, savoir : 


mF (x, + 4 


dm ! 
I re T—x —6 
fiya — 3 
F (x) T(n +1 dé" +247 demi 


la quantité ¢ devant être égalée à zéro après les différen- 
tiations. 
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Mode particulier de décomposition pour les fractions 
rationnelles et réelles dont le dénominateur a des 
facteurs linéaires imaginaires. 


400. La théorie que nous venons d’exposer s'applique 


A r r F(x) . 
à toutes les fractions rationnelles Fizl s et les coefficients 


i f(x) 
peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou imagi- 
naires. Mais lorsque ces coefficients sont réels et que 
parmi les racines de l'équation f (x) = o il s’en trouve 
quelques-unes qui sont imaginaires, l'expression de la 
fonction réelle E[%) est elle-même compliquée d'imagi-. 
f(x) > 

naires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la manière 
d'effectuer la décompositiôn, et on ÿ est parvenu comme 
nous allons T’ indiquer. 


© 
401. La possibilité du nouveau mode dé décomposition 
que nous avons en vue résulte du théorème suivant : 


Tutortme I. — Si x° + px + ġ est le produit de déux 
facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f (x), 
u la plus haute puissarice de ce trinôme qui divise f(x), 
en sorte qu'on ait 


, F(z) = (15+ pe + q)" f(x), 
(x) 


E EE ETA i P 
la fraction réelle et rationnelle Jla) pourra étre décom- 





posée en denx parties, de la manière suivante : 


F(a) _ _Pr+Q Mix) 7, 
fiz) (2+pz+g)}" (+ pr + qi (x) 


P et Q étant des constantes réelles, et F, (x) un poly- 
nőme réel. 


E 


39. 
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En effet, on a RS f Fe] 
FE (z) Sie PAU - “ 
Pr+Q Fe) (Pa + Oila) a 


= (ML Leo + —— m M 

(+ pr + gps (E Hpk qa) 
et l’on peut déterminer P et Q de manière que le numé- 
rateur de la deuxième partie du second membre soit di- 
visible par x? 4äpx +q, c'est-à-dire de, manière que ce 
numérateur, s'annule-quand om remplaçe x par çhaċüne 


. ioa racines de l'équation … es, 


> à 


, 


+ 


Fe ; spz #+ q = Q... 
Soïent.h + k E TE eth P ces deux racines’ et , 
p9sons 


FG+4Y—:1)—[P PAEZ) J 401% A PE 


‘on tirerd de à. 


nm. je a eg 


ERETTE 
P(A ky- —— =(M X Ny- 
Eh =) += Eare v71) 
M et N étant des quantités réelles dont les valeurs-sôrft 
finies et déterminées, puisque, pái iypöthèse, fi (x) nest 
pas divisible par x° + px + qi L'équation précédente sé 
décompose dans les deux suivantes 0 4 0 


\+ PA Q Mg Pr — N°, 






Le les dorinent poür P iQ ces deux valeurs réelles R 





LA 


A" ~ 4 kA—Nh © +. 
À Fe TEN et Es 


3 


Ees né et Q.étant ainsi. déterminées, nous po- 


serons 
LE -z OME) F, (2) 


= Epe E Oy ; ar 


+ 
% = 










L 
"Gbtorzarmer. pe 1% fraction rationnelle” (æ) 


HE se décomposer 4 de la manière suivante : 
kai F(z) 

| A Ta) te + pr + gF : 

k ù ÿ r RT sje Pi | 
f pi + pr g F (x) 


g P;, Que 
un'polynô 


. . Tiebie IL. = 
en facteurs réels á 
sorte qu 'omait nr 


due: lines). 


1» 


on pourra décomposer la fr ‘action rationnelle > 


2 manière suivante : 


PRE gr À . 
F, (x) désignant un polynôme réèl el ón auna” 





Pr+Q 





IE) 










pourra 


> 


W, déstkanı des BRS n 
réel.4 SN ÿ ep 







s 


~ 





(x) 


de la 


celui-ci ? 


Ret + Sn 
m+rr+s 


"402. En combinant le hline précéde: cle fr DA Ca 
e analogue dé ne aû n° 392, on o 


‘on dr a mi le Sob nie f(x), 
ier et du deuxième si: à en 


Fra. D. res)", 


pG) 


j Dy Goog € 
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E (x) désignant une partie entière qui peut étre nulle, et 
À, Asan L, Li,...4 P, Q, P, Qis., R, S, Ri, Ss..., 


des constantes réelles. 


403. Tntorème II. — Une fraction rationnelle nest 
décomposable que d'une seule manière en fractions 
simples de la forme qu'on vient de considérer. 

Soient deux valeurs d'une même fraction rationnellé 
E (x) 
fix) 
fractions simples qui correspondent aux facteurs du 
premiér degré du dénominateur, et quant à celle des 
fractions simples qui correspondent aux facteurs du se- 
cond degré, elle peut se démontrer d’une manière ana- 

Pr # Q 
(#+pr+ q) 
dont le dénominateur contient la plus haute puissance 


de x°+ px +q dans la première valeur de ARR et 


f(x) 


PESTE PT —r.le terme analogue dans la seconde va- 


leur. Je dis d’abord que n’= n. Supposons, en effet, 
que cela ne soit pas, et que l'on ait z >> n' : de l'égalité 





+ On démontrera, comme au n° 393, l'égalité des 


loguc, comme on va le voir. Soient - le termes 





à Le F(z A 
qui a lieu entre les deux valeurs de s ! , tirons la valeur 
z 
Pr+Q 
—— „i cette valeur sera exprimée par une 
(a7 + px + q 


somme de dure dont aucune n’a en dénominateur 
une puissance de x° + px +q supérieure à la (n —1}*"". 
En réduisant donc toutes ces quantités au même dénomi- 
nateur, on aura une égalité de la forme 


Pr+Q plz) 


(+ pr +q) (8 pr +q) pr) 
ou 
g (2) 
Pr+Q=(2# + pr + q) =, 
RARE TET 
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g(x) et ọ (x) désignant dés polynômes, dont le second ` 
Y(x) n'est pas divisible par x° + px +q. Or l'égalité- 
précédente est impossible; car, autrement, l'équation 
Px + Q = o devrait admettre les deux racines de l’équa- 
tion x? + px + q = 0, ce qui ne peut arriver, à moins 
que P et Q ne soient nuls en mème temps çontraire- 
ment à l'hypothèse. On ne peut donc supposer n >> n’ ni 
n’ `> n, pour une raison semblable; par conséquent, on 
an=n." 

Je dis maintenant que l'on a aussi P' = P, Q’ = Q. Re- 
prenons, en effet, l'égalité qui a lieu pér hypothèse entre 





F 

les deux valeurs de El s, mettons dans un même membre 
P t 1 

les deux termes re. Pare 





: = € — ~ret dans 
(a? + px + q) (x+ pr +q)" 


le second membre tous les autres termes dont les dénomi- 
nateurs ne contiendront aucune puissance de x° + px +q 
supérieure à la (n — 1)"; réduisañit tous ces derniers 
termes au même dénominateur, on. aura une égalité de 
cette forme : 


(P—P') e+ (Q0) AL a 
(+ pr +q)" (7+ pr + q) 4 (x) 





ou 


pe NT g (z) 
iia a e i A E 
g (x) et Ÿ (x) désignant, comme précédemment, des poly- 
nônies dont le second n’est pas divisible par x? + px + q, 
et l’on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité 
exige | 
P—P, Q—Q. 


) 


« g F (x 
Il suit de là que, dans les deux valeurs de Far les termes 


\ 
qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance 
d’un facteur du second degré sont égaux ; en supprimant 


r M 
bd 


aP C2 À 
~ | " o 
| a . : s ES 
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ces deux térmes, les a Shévre ; po 

x~ même raison, deux termes é 3 ontinuant -e 
on voit que les deux valeurs de “la fraction considérée ne 
sont formées que de fractions simples égales chacune à 


chacune : il en résulte en même es, l'égalité des parties 
k entières, s’il yen a. A 







« 














< 404. a cn DE A ò PO 


ractions qui correspondent 
aux facteurs er du pr AG du dénominateur, 
comme ón l'a vu aux n° 3 -sùiyants. Quant aux 
fractions qui correspondent aux facte "T du Mi 
“degré; on pourra les détermi 
` procédé même qui nous a servi iA Géré jò 
On pourra aussi faire usage de L 
indéterminés. 










s inégales, on peut déduire Ja nou- 





f (x) À 

velle expi e a fraction gpd na de celle 
quia été él T F394 Soient, en effet À + k y— iet 
h — k ÿ—1 deux racines simple#ïmaginaires et conju- 


guées de tiigis f(x) = 0; l'expression dË? la frac- 


ity z con 





dra les deux termes suivańts : F 
EET 1 F > - | 
LVE e 4 kye 

F(a ky- =} V=) $ 
S (h AN) a Shk y 
dont la somme a la irme 

E A 
Sn NS. 
z—h— kyi zh + kyi - 


+ s NL T 
ERE - te 
ue q, ’ 
k CHAPITRE, XIL, - 617 . 
et peut en cénséquence se réduire è une expression telle. B 
~ a que : LE Ce CS E 
: * «à . Pr + Q` + à 
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„405. Une fonction entière du degré 


‘+> leurs de cette fonesion qui 
~ données de x. Laf 
cette fonction est précisé 
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d’une fraction rationne 
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| ela variablez® x 
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et, par conséquent, 


S'(x,) = (Ta — z) (Tu = x). i (Tp — Em) 


Cela posé, le degré de f (x) surpassant d une unité celui 
de F (x), on a (n° 394) 


F(z) _ F(z) 1, Fr) r p EG 1 
Fa) f(t) e—a f'(x) e—r, | f'(a) Z— En 


et, en chassant le dénominateur f (x), il viendra 





(x — rj(r — z). (T — Zn 


F (z) = u 





j] 
le (Ts — Tm) 








Car m)..(e— Ta) 
a) Er) 
D EE EENE EEES OLAT TT 
PEA (x — r(z — 2) St 


Cette formule donne la solution de la question propo- 
sée : d’ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solu- 
tion; car s'il existait une fonction F, (x) du degré m, 
différente de F (x) et satisfaisant aux conditions du pro- 
blème, l'équation 

F; (x)—F (x)= 0, 


qui est au plus du degré m, admettrait les m + 1 racines 
Liy Lise £n, ce qui est impossible. 


FIN DU TOME PREMIER. 
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